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Avant-propos 


La troisième partie du livre « Fonctions d'une variable» es 
basée sur les mêmes principes que les deux premières précédemment 
parues. Jls sont exprimés dans l'avant-propos du premier tome. 
La numérotation des chapitres du présent volume (12-16) continue 
celle du précédent (1-11). 

Dans la troisième partie, le rôle principal appartient au chapi- 
tre 12 « Structures fondamentales de l'analyse » où l’on considère 
les espaces vectoriels, les espaces métriques (contrairement au 
chapitre 3 de la première partie, ici ce sont des espaces fonctionnels, 
et non pas des ensembles de points dans un espace de dimension 
finie, qui en servent de modèles), les espaces normés, les algèbres 
pormées et, enfin, les espaces hilbertiens. Les algèbres normées 
sont appliquées à la théorie des opérateurs linéaires dans un espace 
normé ; en particulier, le « calcul opérationnel s des fonctions ana- 
lytiques dans une algèbre normée, appliqué à l’algèbre des opérateurs 
linéaires, conduit à des théorèmes du genre de l'alternoetive de 
Fredholm. L'étude de l'espace vectoriel normé des suites bornées 
et celle des fonctionnelles sur cet espace sont liées aux notions de 
limite généralisée et de sommation généralisée des séries. 

Dans le chapitre 13 « Equations différentielles », on établit les 
théorèmes principaux sur les solutions des équations différentielles 
ordinaires pour les fonctions à valeurs dans un espace normé. La solu- 
tion d'une équation linéaire à coefficient opératoriel constant 
s'exprime par l'’exponentielle d'un opérateur; en l'explicitant 
nous obtenons Îles formules pour les solutions d'une équation linéaire 
à coefficients constants, d'un système d'équations de ce type et d’une 
équation d'ordre supérieur. Pour une équation linéaire à coefficient 
opératoriel variable, on construit la méthode de variation de la 
constante, 


6 AVANT-PROPOS 


C'est essentiellement les séries de Fourier que l'on étndie dans 
le chapitre 14 « Développements orthogonaux »; on considère de 
divers types de convergence et de sommabilité de ces séries. 

Le chapitre 15 « Transformation de Fourier », parallèlement 
à la théorie réelle ordinaire, traite des problèmes liés au domaine 
complexe, en particulier à la transformation de Laplace. 

Dans le chapitre 16 « Courbes ganches », nous exposons la théorie 
de la conrbure dans un espace à plusieurs dimensions. 

Comme dans les deux premières parties, l'exposé est accompagné 
d'exercices. On trouve les réponses et les indications correspondantes 
à la fin du livre. 

L'auteur 


Ainsi, avec ces indispensables correc- 
tifs, peut-on mieux pese re conscien- 
ce de la vieinterne d6 la mathématique, 
de ce qui fait à la fois son unité ct sa 
diversité; telle une grande cité dont 
les faubourgs ne cessent de progresser, 
de façon quelque peu chaotique, sur 
le terrain environnant, tandis que le 
centre se reconstruit périodiquoment, 
chaque fois suivant un plan plus 
clair et une ordonnance plus msjes- 
tueuse, jetant à bas les vieux quartiers 
et leurs dédales de ruslles, pour lancer 
vers Aerphéris des avonues toujours 
plus irectes, plus larges ot plus com- 
modes. 


N. Bourbaki, L'architecture 
des mathématiques (1938) 


TROISIEME 
PARTIE 


Chapitres choisis 
de l'analyse moderne 


CHAPITRE 12 


Structures fondamentales de l’analyse 


Hilbart. C'est donc celui-là? 
Mais bion sûr que je m'en souvions, 
il éteit mon élève dans lo temps. 
Après, il est devonu poète: évidem- 
ment, il n'ovait pas assez de fantaisie 
pour s'occuper des mathématiques. 


Nous avons déjà parlé de structures mathématiques ($ 2.5). 
Disons-en encore quelques mots visant cette fois les structures qui 
se présentent dans l'analyse. Les objets de l'analyse mathématique 
sont les nombres, les fonctions et les opérations sur ces nombres et 
fonctions. Du point de vue le plus général, les liens qui existent 
entre ces objets sont décrils par la théorie des ensembles. En effet, 
nombres et fonctions forment des ensembles variés; les relations 
d'inclusion, les opérations de réunion, intersection, passage au 
complémentaire permetlent de décrire certaines propriétés générales 
de ces ensembles. Nous arrivons à des structures fondamentales 
de l'analyse en imposant aux ensembles les conditions supplémen- 
taires mises sous la forme d'un système d'axiomes correspondant 
à certaines propriétés ou opérations que l’on utilise dans l'analyse 
mathématique classique. C'est ainsi qu'apparaissent les structures 
mathématiques suivantes: espace vectoriel où l’on axiomatise les 
opérations linéaires d’addition des éléments et de multiplication 
d'un élément par un nombre; espace métrique où, à l'aide de la 
notion de distance, on axiomatise l'opération de passage à la limite; 
espace vectoriel normé (« de Banach ») où l'on considère les opéra- 
tions linéaires ainsi que le passage à la limite; algèbre normée 
où l'on ajoute aux opérations mentionnées celle de multiplication 
des éléments; espace hilbertien où l'on axiomatise la notion de 
produit scalaire, Ce qui permet d'opérer non seulement avec les 
longueurs de vecteurs mais aussi avec les angles qu'ils forment ; 
onfin, lorsqu'on demande que le nombre de dimensions soit fini, 
on aboutit aux espaces vectoriels affine (i.e. non métrisé), normé 
et hilbertion (ou euclidien) de dimension finie. À part les structures 
fondamentales mentionnées, il existe une quantité de structures 
intermédiaires dont nous ne parlons pas pour l'instant bien qu'elles 
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soient très importantes (espaces topologiques, espaces partiellement 
ordonnés, elc.). 

Voici le schéma des structures fondamentales que nous allons 
étudier plus on détail: 


Espaces 
vectoriels 


Espaces 
métriques 


sigebres 
nèrmees 


Espaces 
vecioriels 
normes 


Chaque flèche désigne une déduction, i.e. un passage d’une notion 
générale à une notion spéciale. 


& 12.1. Espaces vectoriels *) 


12.11. On construit l'axiomatique de l’espace vectoriel en 
partant des propriétés de l'espace réel #-dimensionnel R, (2.61) 
mais sans tenir compte de la notation utilisant les coordonnées et 
en remplaçant le corps À des nombres réels par un corps quelcon- 
que À (1-22). Notamment, un espace vectoriel K sur le corps K est 
un ensemble des objets x, y, . .. appelés vecteurs, pour lesquels 
on a établi les opérations d'’addition et de multiplication par les 
nombres (du corps Æ) de sorte que les axiomes suivants soient 
satisfaits : 

a. z+y=y+ zx quels que soient z et y de K. 

b. (+ y)+z=zxz+ (y + z) quels quo soient x, y, z de K. 

c. 11 existe dans K un vecteur désigné par 0 (vecteur nul) tel que 
z+O0—=zx pour tout xE K. 

d. Pour tout z € K il y a un élément y € K dit opposé de x tel 
que z+y=0. 

e. a (zx + y) = az + ay quels que soient z, yEK et a € X. 

f. (a + B) zx = ax + Pz quels que soient x € K et a et B de X. 

.« 1:z = zx pour tout zE K. 

h. & (Br) = (af) x quels que soient x € K et « et B de X. 

Lorsque le corps & est le corps À des nombres réels, l’espace K 
est appelé espace vectoriel réel et est désigné par R. Lorsque le 
corps X est le corps € des nombres complexes, l'espace K est appelé 
espace vectoriel complexze et désigné par C. 


12.12. Les axiomes de l'addition a-d répètent les axiomes de 1.21 
pour les nombres réels. C'est pourquoi, dans toul espace vectoriel, 


*) Pour plus de détails, cf, [14]. 


4 12.1. ESPACES VECTORIELS it 


les corollaires que nous avons tirés dans $ 1.3 des axiomes de l'addi- 
tion des nombres réels sont valables, à savoir: unicité du zéro, 
nnicilé de l’opposé pour tout z € K, existence et unicité de la solu- 
tion de l'équation a + z = b, ce qui garantit la possibilité d'une 
définition correcte de l'opération de soustraction. 

L'opéralion de multiplication des éléments d'un espace vectoriel 
n'est pas définie, et la ressemblance des axiomes e-h avec certains 
axiomes de la multiplication des nombres réels cités dans 1.22 est 
trompeuse. Pour cette raison, quelques-uns seulement des théorèmes 
de $ 1.4 sont valables pour les espaces vectoriels. Restent justes, 
sans que la démonstration change tant soit peu sérieusement, les 
propositions suivantes: 

a (analogue de 1.47a). Pour tout € K on a l'égalité 0-:r = 0 
(ici O dans le second membre est le vecteur nul et dans le premier 
le nombre O du corps Æ). 

b (analogue de 1.47b). Si ax = 0, alors ou bien a = 0, ou bien 
z =. 

En effet, si «20, on a d'après 12.11 g-h: 


= és s:0=0; 
æ œ 


c (analogue de 1.49). Pour tout xE K l'égalité —zx = (—1) zx 
a lieu. 


12.143. Exemples d'espaces vectoriels. Signa- 
lons quatre types d'espaces sur le corps À des nombres réels: 

a. Nombres réels eux-mêmes avec les opérations habituelles. 

b. Espace réel À, de dimension nr ($ 2.6). 

c. Espace À (E) de toutes les fonctions (à valeurs réelles) définies 
sur un ensemble £, avec les opérations habituelles (pour les fonctions 
TT d'addition et de multiplication par les nombres réels 
4,31b). 

d. Espace R (E) de tontes les fonctions à valeurs vectorielles 
(d'un espace réel À) avec les opérations d'addition et de multiplica- 
tion par les nombres réels définies d'une façon naturelle pour les 
fonctions à valeurs vectorielles : 


G+y( =2z()+yt(), (ax) (t} = ax (t). 


Chacun de ces exemples sauf le premier est une généralisation 
du précédent. 

En remplaçant dans ces exemples le corps des nombres réels 
par un corps quelconque Æ, on obtient quatre exemples d'espaces 
sur le corps X: 

e. Corps Æ lui-même. 

f. Espace n-dimensionnel X, sur le corps X, formé de tous les 
complexes (æ:, . .., &@) composés chacun de n éléments du corps X 
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avec les opérations d'addition et de multiplication par les nombres 
introduites d'après Îles règles: 


(œrs . 1 an) + (B:, ._. Ph) + (&: + B: er An + Bh), 
B (@:, . .., @n) = (Bas, . . ., Pa,). 


g. Espace K (E) de toutes les fonctions à valeurs dans le corps K 
définies sur l'ensemble Æ avec les opérations habituelles (pour les 
fonctions) d’addition ot de multiplication par un nombre. 

h. Espace K (£}) de toutes les fonctions à valeurs vectorielles 
(d'un espace K) définies sur l'ensemble £ et munies des opérations 
naturelles (pour les fonctions vectorielles) d’addition et de mulii- 
plication par un nombre. 

L'espace suivant ne figure pas sur la liste ci-dessus mais est 
d'une importance primordiale dans l'analyse: 

i. Espace R* (M) de toutes les fonctions réelles continues définies 
sur un espace métrique M *). 

Cet exemple ne peut être généralisé au cas des fonctions à valeurs 
dans un corps quelconque ÆÀ puisque, pour de telles fonctions, la 
notion de continuité n'est en général pas définie (la continuité 
d'une fonction suppose une métrique dans l’espace où la fonction 
prend ses valeurs ; or on n’a introduit aucune métrique dans un corps 
arbitraire Æ). 

Pour le moment, on ne peut étendre l'exemple i qu'au cas des 
fonctions à valeurs dans l'espace réel n7-dimensionnel À, où l'on 
a aussi bien les opérations linéaires que la notion de continuité (5.81) : 

J. Espace AR} (M) de toutes les fonctions continues définies 
sur un espace métrique M, à valeurs dans l'espace réel À, de dimen- 
sion ». 

k. Un cas particulier de l'exemple j qui mérite d'être signalé 
est l'espace C‘ (M) de toutes les fonctions continues sur un espace 
métrique M, à valeurs complexes. 

Une restriction utile de l'exemple i sera considérée dans 12.236. 


12.14.a. Les vecteurs z:, . .., zx, d'un espace vectoriel K sont 
dits linéairement dépendants s'il existe dans le corps X les constantes 
Ai, - - + An qui ne sont pas toutes nulles et pour lesquelles 

Q1iZi + . + Ann —= 0. (1) 
Mais si l'égalité (1) implique «1 = ... — a, = 0, alors les vecteurs 
Lis + + Zn Sont dits linéairement indépendants. 

b. Un espace vectoriel K est dit à n dimensions (ou de dimen- 
sion n) s'il y existe n vecteurs linéairement indépendants mais si 
n'importe quels x + 1 vecteurs sont linéairement dépendants. Si, 
dans un espace K, pour tout n = 1, 2, ..., il existe n vecteurs 


*) L'indice supérieur veut diro « continu » (stetig, en oliemand). 
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linéairement indépendants, alors l'espace K est dit de dimension 
infinie. 

c. On appelle base d'un espace r7-dimensionnel K tout ensemble 
de ses 7 vecteurs linéairement indépendants. Si f;, . .., f, est une 
base et z un vecteur quelconque de l’espace K, alors nr + 1 vecteurs 
Z,fss +: fn S0nt déjà linéairement dépendants, et il existe donc les 
nombres @o. @t, . .- ., Œn de ÆX, pas tous nuls, tels que 


Got + Qufs +... + anfh = 0. 


De plus &o = 0, sinon les vecteurs f;, ..., f, s'avéreraient 
linéairement dépendants. En divisant par &, et en posant f; 


= —aylas (j = 1, ..., n), on obtient une décomposition du vec- 
teur x suivant La base f;,. 


Zz=Bifi +... + Bi. 


Une telle décomposition est unique (sinon les vecteurs f:, . .., f, 
seraient linéairement dépendants). 

d. L'espace réel n-dimensionnel À, (2.64) est bien un espace 
vectoriel r7-dimensionnel au sens de la définition donnée. Notam- 
ment, les vecteurs 


a =(1,0,..., 0), ..., en = (0, 0, ..., 1) 


on 


sont,’ évidemment, linéairement indépendants. Or, n’importe quels 
n + À vecteurs 


= (n#+1) n+1) 
Ynai = (7, “7 de ) 


sont linéairement dépendants, ce qu'on a déjà vu dans 2.64. 

De ls même façon, l’espace K, (12.13/) est de dimension # au 
sens de ladite définition. 

6. Soit 2 un ensemble infini sur la droite numérique 
—oo<z< 00. Désignons par P (92) l’espace vectoriel de tous les poly- 
nômes p (x) = do + &xz + ...+ ax" (de tous les degrés) définis 
sur , à coefficients d'un corps quelconque X et avec les opérations 
habituelles : l'espace P (2) est un espace vectoriel sur le corps K. 
Montrons que, pour tout n, Les fonctions 1, x, ..., x" sont linéaire- 
ment indépendantes. Supposons que sur © on ait l'égalité 


Go + ar +...+a,r 0. 


En substituant successivement à zx les valeurs (différentes) 
Lps Lis Las « + Zn (de 2), on obtient le système d'équations par 
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rapport à @o, ..., Œn: 
Ao + AiTo-+ +. ant = 0, 
Ze + dti... +anti =0, 


CC 


Go + @itn + ...-+anrr = 0 


dont le déterminant n'est pas nul (déterminant de Vandermonde). 
D'où ao = œ = ...—ax, — 0, ce qu'il fallait démontrer. 

, D'après la définition donnée dans b, l'espace P(Q) est de dimension 
infinle. 

{, Montrons que l'espace R° (M) (C' (M)) de toutes les fonctions 
réelles (complexes) continues sur un espace métrique infini M est de 
dimension infinie. 

Pour tout r = 1, 2, ..., nous indiquons n# fonctions linéaire- 
ment indépendantes dans l'espace R° (M). Soient f:, ..., !, des 
points différents de l’espace M et d = min p (ty, tn). Considérons 


une fonction continue y = @ (x) de l'argument réel qui vaut 4 pour 
z= 0 et O0 pour |z|>d. La fonction p (t,,t) est continue par 
rapport à £{ (5.12b), donc zx (t) = @ [p (ty, t)] est aussi continue par 
rapport à £ (5.15). Par construction, la fonction zx, (4) vaut 4 pour 

= !) et O0 pour t =t,, k j. Supposons qu'il existe La relation 


arr (2) +... + a,zn (t) m0 sur M. 


En y posant { = !} on obtient æy == O (j=1,..., n), d'où l'indé- 
pendance linéaire des fonctions 2) (4). 

g. Un sous-ensemble £ € K est appelé sous-espace d'un espace K 
si . E, yeE impliquent z2+yeÆ, az € E pour tout nombre 
at À. 

Dans tout espace vectoriel K il existe deux sous-espaces impro- 
pres : le premier est formé d'un seul élément 0 et appelé sous-espace 
nul, le second est identique à tout l’espace K. Tous les autres sous- 
espaces de K sont appelés sous-espaces propres. 

h. Sommes directes. On dit qu'un espace K est somme 
directe de ses sous-espaces L:, . . . L, lorsque, pour tout zE€K, 
il existe une décomposition 


zanu+t...+z mEL: ...,. 2 EL,, 
et que cette décomposition est unique, c'est-à-dire que 
z=n+... + =Y+... + ÿn D ELy y EL, (2) 
J=1,...,,n, 
implique z1 = 1, . 


. 1 FA = LA . 
La condition (2) d'unicité de la décomposition de tout élé- 
ment x peut être remplacée par la condition plus simple d'unicité 
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de la décomposition du zéro: s'il y a une décomposition 
Oz +... + zm 21€ Li. Zm € Lms (3) 


alors z1 =... — 2Zm = 0. 

Aipsi, l'espace RÀ,, est la somme directe de nr sous-espaces unidi- 
mensionnels engendrés par #7 vecteurs linéairement indépendants 
quelconques. D'ailleurs, on peut mettre l'espace À, sous forme de 
somme directe de sous-espaces non unidimensionnels, et cela de 
diverses manières. En général, pour tout sous-espace LE R,, 
Il existe un autre sous-espace M © À, tel que la somme directe de 
M et L donne tout l'espace AÀ,. 

Si un espace vectorlel K est mis sous forme de somme directe 
des sous-espaces Li, ..., L, alors tout couple de ces derniers n'a 
qu'un seul vecteur commun, à savoir le vecteur nul [14; 2.45), 

I Espace quotient. Deux éléments € K, y E K sont 
dits équivalents par rapport à un sous-espare Le Ksiz—yezL. 
La relation d'équivalence est désignée par z— y ou, on abrégé, 
Z — y. 

L'ensemble X de tous les éléments y équivalents à un élément 
donné zx est appelé classe d'équivalence selon le sous-ensemble L ou 
classe tout court. La classe X contient l'élément x lui-même: deux 
éléments quelconques d'une même classe sont équivalents; enfin, 
sizé X, alors z n’est équivalent à aucun élément y € X. Par consé- 
quent, deux classes ou bien n’ont aucun élément commun ou bien se 
confondent. 

Tout l'espace K représente la réunion des classes deux à deux 
disjointes X, Y, . .. L'ensemble de ces classes est désigné par K/L.- 
Dans l'ensemble K/L, on définit les opérations linéaires de la façon 
suivante. Soient X et Y des classes, & ot B des nombres; nous voulons 
définir la classe Z = aX + BY. Pour le faire, choisissons arbitraire- 
ment les éléments z € X et y € Ÿ et trouvons la classe Z qui contient 
l'élément z = «zx + By, désignons cette dernière par aX + BY. 
On démontre qu’elle est définie d'une façon unique et que Les opéra- 
tions ainsi introduites satisfont aux axiomes 12.11. Lo zéro de 
l'espace K/L est la classe qui contient O de l'espace K et qui cest 
donc identique au sous-espace L. L'opposé de la classe X est la 
classe formée des éléments opposés de ceux de la classe X. Les 
Sr Pa de toutes ces propositions sont données dans (14; 

L’espace K/L ainsi construit est appelé espace quotient de l'espace 
K par le sous-espace L. 

1. Morphismes des espaces vectoriels. 
Soient X et Y deux espaces vectoriels sur un même corps ÆK. Une 
application y = w (x) de l'espace X dans l'espace Y est appelée 
morphisme (homomorphisme, opérateur linéaire) de l'espace X dans 
l’espace Y si, pour deux éléments qnelconques zx:, x, de l'espace X 
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et pour deux nombres quelconques «:, «; de Æ, l'égalité 
© (œiTi + Gore) = 1@ (71) + y (Ta) 
est vérifiée. 

Si un morphisme «w est une application de l'espace X sur tout 
l'espace Y, on l'appelle épimorphisme. Si un morphisme « est une 
application non nécessalrement sur tout Ÿ mais injective, de sorte 
que mn x implique &w (z:) + © (ze), alors il est appelé mono- 
morphisme. Un morphisme « qui est à la fois épimorphisme et mono- 
morphisme, i.e. une application injective de l'espace X sur tout 
l'espace Y et qui conserve les opérations linéaires, s'appelle éso- 
morphisme (en conformité avec la définition générale de l'isomor- 
phisme des structures 2.52). Un morphisme est souvent désigne com- 
me suit: 

oi X — Y. 


Si X est un sous-espace d'un espace Ÿ, alors l'application © qui 
à tout élément zx € X fait correspondre lui-môme en tant qu'élément 
de l'espace Ÿ est un monomorphisme w: X — Y, et l'application 
w qui à tout élément x € Y fait correspondre la classe U € Y/X 
comprenant cet élément z est un épimorphisme w°: Y —+ Y/X. 


Théorème. Tout espace abstrait n-dimensionnel K, sur un 
corps K est isomorphe à l'espace n-dimensionnel K,. 


Démonstration. Soit fi, ..., f, un système de nr vec- 
teurs linéairement indépendants de l'espace K,. Pour tout zEK,, 
il existe une représentation z = œif;+...<+a,f, et une seu- 
le (c). Faisons correspondre au vecteur z le vecteur y s 
=(a;, ..., &«,) € K,. Nous obtenons une application bijective 
o: K, —+ K\ qui, comme c'est facile à vérifier, conserve les 
opérations linéaires, i.e. est un isomorphisme. 

Exemple. À,/Rn (n=>m) est isomorphe à R,_n. 


k. Produits cartéslens. Si X et Y sont deux espaces 
vectoriels, on peut former leur produit cartésien P (X, Y) (2.82) 
de tous les couples possibles (x, y) z € X, y E Y. Dans le produit 
cartésien, on introduit les opérations linéaires « par coordonnées » : 

Qi (Zi, Yi) + Gn (Zoe Ve) = (its + Gates ii + Gays). 


On vérifie aisément que les axiomes 12.11 sont remplis. Ïl est 
évident que l'espace P (X, Y) contient deux sous-espaces 


*={Gpiy=0)} Y*=æ{(z y): z = 0}, 


qui sont isomorphes (j) respectivement aux espaces X et Y. De plus, 
pour tout élément (z,y) EP (X, Y), on a: 


(x, y) = (x, 0) + (0, y). 
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La dernière décomposition de l'élément (x, y) en deux termes appar- 
tenant respectivement à X* et Y* est unique (en vertu de la défini- 
tion de l'addition dans P (X, Y) et de l'égalité des éléments dans 
P (X, Y)). Ainsi, le produit cartésien de deux espaces X et Y est 


la somme directe de ses sous-espaces X° et Y* isomorphes respecti- 
vement à X et Y. 


12,15. Opérateurs linéaires. 

a. Dans les raisonnements analytiques, les morphismes des 
espaces vectoriels sont souvent appelés opérateurs linéaires. Ainsi, 
un opérateur linéaire d'un espace vectoriel X dans un espace vectoriel Y 
est une application A: X — Y vérifiant la condition 

A (@1T; + Gaïa) = GiÂr, + aAz, 
pour tons z, et zx, de X et tous &, et a, de K. Si X = Y, il s'agit 
d'un opérateur linéaire A dans l'espace X. 

b. L'opérateur qui à tout vecteur zx E X fait correspondre le 
vecteur nul de l'espace Y est, évidemment, un opérateur linéaire de 
X dans Y; il s'appelle opérateur nul. 

c. L'opérateur qui à tout vecteur z E X fait correspondre Île 
même vecteur z est un opérateur linéaire dans X ; cet opérateur est 
appelé opérateur unité et désigné par E. 

d. Lorsque l'espace Y est unidimensionnel, tout opérateur 
linéaire À est appelé fonctionnelle linéaire. Ce terme est surtout 
employé dans le cas où X est un espace de dimension infinie ; en cas 
de dimension finie on dira plutôt «fonction linéaire ». 

e. S'il y a deux opérateurs linéaires A, et A; d'un espace X 
dans un espace Ÿ, on peut définir leur somme A, + A, et le produit 
de l'opérateur À, par un nombre « suivant les règles: 


(As + A2) z = Az + Az, 
(&œA:) z = a (A:x); 


dans . deux cos, on obtient toujours les opéraicurs linéaires de X 
dans YŸ. 

f. 11 est nisé de constater que les opérations d'addition et de 
multiplication des opérateurs par un nombre satisfont aux mêmes 
axiomes 12.11 qui régissent les opérations dans un espace vectoriel. 
Ainsi, l'ensemble L (X, Y}) de tous les opérateurs linéaires d'un espace 
vectoriel X dans un espace vectoriel Y est lui-même un espace vectoriel. 
L'espace L (X, Y) a pour zéro l'opérateur nul (b). 

g. Multiplication des opérateurs. Si B est un 
opérateur linéaire d'un espace X dans un espace ŸY et A un opéra- 
teur linéaire de l'espace Y dons un espace Z (tous les espaces étant 
sur un même corps Æ), alors l'opérateur P = A-B, ou plus brièvo- 
ment AB, est défini comme opérateur de X dans Z d’après la formule 


Pz = (AB) x = A (Br) 
2—2286 
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(i.e. d'abord l'opérateur B agit sur un vecteur z € X, ensuite l'opéra- 
teur À agit sur le résultat Bz qui appartient à l'espace Y). L'opéra- 
teur obtenu P = AB est un opérateur linéaire de X dans Z. Les 
égalités suivantes ont lieu: 
a (AB) — (&A) B = A (aB), 
A (B: DE B,) = AB, + AB, 
(A: + A) B = A,B + A,B, 
A (BC) = (AB)C, 


qui expriment les lois associatives et distributives pour la multipli- 
cation des opérateurs. Dans ces égalités. & € Æ est un nombre arbi- 
traire; À, A, A. sont des opérateurs de l’espace YŸ dans l'espace Z; 
B, B;, B, des opérateurs de l’espace X dans l'espace Y : C est un 
opérateur d'un espace W dans l'espace X ; les deux membres de 
trois premières égalités sont des opérateurs de X dans Z. ceux de 
la dernière égalité des opérateurs de W dans Z. Si Ex (Ex) est l’opé- 
rateur unité dans l’espace X (Y), alors, pour tout opérateur B de X 
dans YŸ, a lieu encore une égalité: 


EzB = BEx = B. 


Les opérateurs dans X peuvent être multipliés l'un par l'autre 
dans n'importe quel ordre; dans les deux cas possibles, le résultat 
est un opérateur dans X. Mais cette multiplication n'est en général 
pas commutative, de sorie que, pour certains couples A,B d'opéra- 
teurs, on a AB = BA. Toujours dans le cas d'un opérateur A dans X, 
on définit ses puissances : 


A9 = Ex, A! = A, A = AA, ..., Ati = Ah.A, ... 
h. À tout polynôme p (À) à coefficients du corps X: 


p)= À at (1 


ot à tout opérateur A dans l'espace X, on peut faire correspondre un 
« polynôme d’un opérateur » 


p(A)= 2j ex A?, (2) 


qui esi encore un opérateur linéaire dans l'espace X ; la somme et 
le produit de deux polynômes de la forme (2) correspondent à la 
somme et au produit des polynômes correspondants de la forme ({). 

1. Soient À un opérateur d'un espace Ÿ dans un espace X et B 
un opérateur de X dans ŸY. Alors, si AB = Ex, l'opérateur A est 
pee l'inverse à gauche de l'opérateur B et l'opérateur B l'inverse 
à drolte de l’opératenr A. Si 1 opérateur B agit dans X, alors, parmi 
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tous les opérateurs dans X, il peut y avoir son iuverse à gauche 
ainsi que son inverse à droile. Lorsqu'un tel opérateur possède 
un inverse à gauche À et un inverse à droite C, ces opérateurs 
inverses se confondent : 


A = AEx = À (BC) = (AB) C = ExC = C. 


11 résulte de l'égalité écrite que, dans ce cas, n'importe quel 
inverse à gauche (à droite) de l'opérateur B est identique à A = C. 
Cet opérateur À = C défini d'une façon unique s'appelle opérateur 
inverse de l'opérateur B et est désigné par Bt. 

Dans les espaces de dimension infinie, il y a des opérateurs 
admettant un inverse à gauche {même un ensemble infini d invetrses 
à gauche différents) et ne possédant aucun inverse à droite ou vice 
vérsa. 

j. Soit un opérateur À dans un espace X. Un sous-cspacc X’ € X 
est dit invariant par l'opérateur À si zE X’ implique Az € X’. 

k. Un vecteur f € X non nul est appelé vecteur propre d'un opéra- 
teur A dans l'espace X si 


Af=A (GE K); 
le nombre À est appelé valeur propre de l'opérateur A associée au verteur 
propre f. 11 est évident qu'un vecteur propre f engendre le sous-espaco 
invariant unidimensionnel formé de tous les vecteurs af, « € X. 

Toute combinaison linéaire de vecteurs propres de l'opérateur A 
associés à une même valeur propre À est, évidemment, encore un 
vecteur propre de l'opérateur A pour la même valeur propre À. 
Il en découle que l’ensemble de tous les vecteurs propres de l'opéra- 
teur À pour une valeur propre donnée À est un sous-espace dans l'espace 
X ; il est appelé sous-espace propre de l'opérateur À associé à la valeur 
propre À. 

1. Les vecteurs propres f1, . - ., f, de l'opérateur A associés respecti- 
vement aux valeurs propres différentes À4, . .., À, sont linéairement 
indépendants. En effet, une fois supposée la dépendance linéaire 
de r vecleurs propres, on a @if; + ...+ œhf, — 0 et, en appliquant 
l'opérateur A ct en éliminant l'un des vecteurs, on peut passer 
à la dépendance linéaire d’un nombre inférieur de vecteurs propres, 
ce qui permet d'appliquer le raisonnement par récurrence. 


12.146. Lxcmples dopérateurs linéaires 
dans Îles espaces concrets. 
a. Soit A—{||a; || une mXn-matrice (ie. une matrice à m 


lignes et n colonnes) formée d'éléments d’un corps Æ. Choisissons 

une base e,, ..., €, dans un espace n-dimensionnel K, et une base 

fis ce. fm dans un espace m-dimensionnol K,,. À tout vecteur 
n 


m 
z= Ye EKn fuisons correspondro un vecteur y= D n}f, EKm 
h=1 LE 


2s 
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selon la règle 
me À an ]J=1,...,m. 


On obtient ainsi un opérateur linéaire de l'espace K, dans 
l'espace K. 
b. Dans le cas du continu, l'opérateur 


b 
y(s)= Az(s)= | A(s,t)z(o dt (4) 


Le 

est analogue à celui de l'exemple a. Ici x (t) est un élément de l’espace 
R" (a, b), A(s,t) une fonction réelle de deux variables définie 
pour a<t<b. c<s<d: y(s) est une fonction définie sur le 
segment c&s<d. On vérifie aisément que la fonction y (s) est 
continue sur {c, d] dès que la fonction À {s, t) est conlinue sur le 
rectangle a t<b, c<s< d. Dans ce cas A tel A est un 
opérateur linéaire de l'espace R° (a, b) dans l'espace R° (c, d). 

L'opérateur (1) est appelé opérateur intégral de Fredholm. Les 
opérateurs de Fredbolm sont considérés plus en détail dans 12.98. 

ec. Un cas spécial de l'opérateur b est représenté par l'opérateur 
d'intégration 

! 


Ir (t) = | z(r)dt, a<t<b, 


dans l'espace ÆR°(a, b). 
d. L'expression 


b 
F(= | (za 


avec une fonction f (4) (continue) fixe fournit un exemple de fonc- 
tionnelle linéaire définie dans l'espace R° (a, b). 


12.17. Opérateurs linéaires dans les espa- 
ces de dimension finie. 

a. Donnons la forme générale d'un opérateur linéaire A d'un 
espace n-dimensionnel K, dans un espace m-dimensionnel K,,. 
Soient e,, ..., e, une base dans l'espace K, et f,, ..., fm Une 
base dans l'espace K,,. En appliquant l'opérateur À aux vecteurs 
Ejr + -; En ON trouve 


As = Gysfa+ -.- + Gmifmr 
Ae> = Gyofi +... + Gmofm 


TR 


An = Gynfs +... + Amn fm: 
ay étant des nombres du corps Æ. 


(1) 
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Ainsi, les bases {e} et {f} dans les espaces K, et K,, étant fixes, 
il correspond à l'opérateur À la m x n-matrice 


y 2 --+ Gin 


A = og Gr -.. on 


Ami m2 ”….. mn 


Ici la /-ième colonne est composée des coordonnées du vecteur Aer 
dans la base fi, . .., fm: 
n 


Soit maintenant z = Ÿ £xex un vecteur quelconque de K, et soit 
1 


Âz = 2 1/3 E Km. 


Nous avons 
D nf, = Az= DA = DE D anfs= > (2 ant) fr 
1 1 k=1 jm! jmi Ro! 
d'où 
me 2 anb (j=1,...,m). (2) 


Ainsi, c'est bien la forme générale d'un opérateur de l'espace K, 
dans K» qui a été donnée dans l'exemple 12.16a. 

Si l'opérateur linéaire A agit dans K,, alors m — n, et la matri- 
ce À cest carrée. 

Si 1 opérateur linéaire A applique K, dans K, (espace unidimen- 
sionnel), alors m — À, et la matrice À est de la forme 


A = |[a ag... a |. 


Dans ce cas, l'opérateur A agit d'après la formule 


Az 2 anËn 
(le seul vecteur de base do l'espace K, n'étant j as explicité) et repré- 
sonte une fonction linéaire. 

b. Aux opérations sur les opérateurs linéaires définies dans 
12.15e-f. il correspond les opérations analogues sur leurs matrices. 
Soïent toujours &,, . .., e, une base dans un espace X et f;, . .., fm 
une base dans un espace Y. Aux opérateurs A, et À, appliquant X 
dans Y, il correspond dans ces bases les matrices 4, = ||af} || 
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et À, — || ai} ]| respectivement, do sorte que 


m mm 
Aie) — 2 ajÿfis ÂÀze) — DCE (Gi=1,..., n). 


Alors, pour tous a;, a; de K, on u: 
(a A1 + @zÂ2) ej = à (asai} + caf) fes 


c'est-à-dire que la matrice || &saf} + a,afÿ || correspond à i’opéra- 
teur iinéaire a,A1 + a,A,. Ainsi, les matrices associées à la somme 
des opérateurs et au produit d'un opérateur par un nombre s'obtien- 
nent en additionnant « élément à élément » les matrices des opé- 
rateurs et on multipliant la matrice de l'opérateur par ce nombre. 

c. Il en découle en particulier que l'espace vectoriel L (K,, K,,) 
de tous les opérateurs linéaires d'un espace n-dimensionnel K, dans 
“e espace m-dimensionnel K,, est isomorphe à l'espace nm-dimension- 
nl Km: 

d. Construisons la matrice associée au produit de deux opéra- 
teurs. Choisissons une base e,, . .., e, dans l’espace X, une base 
fi - .., fm dans l'espace Ÿ et une base g;, ..., g, dans l’espace Z. 
Supposons qu'un opérateur B de X dans Y ait la m X n-matrice 
B = || by, ||, de sorte que 


Be = » bjuf ; (k= 1, ... n), 
J=1 


et qu'un opérateur À de Y dans Z ait la gXm-matrice À = || a; ||, 
de sorte que 


Afy= D aug Gt... m)e 


Pour le produit P — AB, on obtient 


mm m 
ABex — A (Bes) = À ( D bnfs) = 2 bAI,= 
j= ju 


rm m 
_— > ÿ bras sgt = Ÿ (5 ayjbpn) Gi. 
fem il! {st j=1l 


Par conséquent, les éléments p:, de la matrice P de l'opérateur P — 
= AB sont de la forme 


m 
px = 2 aibyn (i=1, A sens Me): (3) 
J= 
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D] 


La inatrice 2 = || pi, [| obtenue à partir des matrices À — 
=|| y let 8 = || by, || d'après la formule (3) est appelée produii 
de la première matrice par la seconde. 

Nous pouvons donc multiplier une g x m-matrice par une 
m x n-matrice, et nous avons pour résuitat une qg X n-matrice. 

Si X = Y — Z, alors À et BH sont des nr X n-matrices carrées 
et leur produit AB est aussi une nr X n-matrice. 

e. Soit un opérateur A qui agit dans un espace n-dimensionnel K,. 
Si l'on connaît la inatrice || a;, || de l'opérateur À par rapport 
à une base {e} — (e,, . .., e,), on peut trouver les valeurs propres 
de l'opérateur À (12.154) sous forme de ses racines caractéristiques, 
i.e. les racines de l'équation 


is — À 2 sais Ein 
Us az — À on =0 (4) 
ni] Gn2 Ann — À 


Si Ào est une racine de l'équation (4), alors on peut trouver les 


coordonnées d'un vecteur propre associé f — E,ex qui sont solu- 


tions du système suivant d'équations linéaires homogènes : 
(a13 — Ào) si + robe +... + GinEn = 0, 
G21Ës + (@22 — Ào) E2 + . + + ann = 0, 


GnsË1 + Gn2Ëo + - -. + (ann — À) En = 0, 


ce no possédant des solutions non nulles. 
Décrivons la structura d’un opérateur linéaire quelconque 
Te un espace complexe ou réel K, *). 

Pour tout opérateur linéaire A dans un espace complexe C;, 
cet espace ndmet une décomposition en somme directe des sous-espa- 
ces invariants dans chacun desquels, pour une base convenablement 
choisie, la matrice de l'opérateur À a la forme 


(5) 


à 1 0... 0 
0 À 1...0 
TRE VER (G) 
0 0 0... 
0 0 0... 


{« case jordanienne »). La base de l'espace C, obtenue en réunissant 
les bases des sous-espaces invariants inentionnés est appelée base 


*) Voir ]14: ch. 6]. 
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Jordanienne de l'opérateur A et la matrice de l'opérateur A par rapport 
à cette base (une matrice quasi diagonale à cases diagonales de la 
forme {6)) matrice fordanienne de l'opérateur A. Les nombres À et les 
dimensions des cases jordaniennes {6) sont des invariants de l’opéra- 
teur À {i.e. ne dépendent pas du choix de la base jordanienne); 
les nombres À sont des racines de l’équation (4), et les dimensions 
des Cases jordaniennes peuvent être trouvées d'après les diviseurs 
élémentaires de l'opérateur A. 

Pour tout opérateur linéaire A dans un espace réel R,, cet espace 
admet une décomposition en somme directe des sous-espaces inva- 
riants dans chacun desquels, pour une base convenablement choisie, 
la matrice de l'opérateur A a ou bien la forme (6) ou bien la forine 


O T 1 0 0 0... O0 0 
—+x s 0 1 O0 O. 0 0 
0 O0 a t 1 O. 0 O 
0 O0 —+r « 0 À. 0 O0 (7) 
0 O0 0 0 0 0 & + 
0 O0 0 0 O0 0... —+ o 


(a case jordanienne réelle »). La base de l'espaco R, obtenue en réunis- 
sant les bases des sous-espaces invariants mentionués est appelée 
base jordanienne réelle de l'opérateur A et la matrice de l'opérateur A 
par rapport à cette base (une matrice quasi diagonale à cases diago- 
nales de la forme (8) et (7)) matrice jordanienne réelle de l'opérateur A. 
Les nombres À, ©, T ainsi que les dimensions des cases jordanien- 
nes (6) et (7) ne dépendent pas duchoix de la base jordanienne réelle; 
les nombres À et © + it sont des racines de l'équation (4). et ios 
dimensions des cages jordaniennes (6) et (7) se déterminent d'après 
les diviseurs élémentaires réels de l'opérateur A. 

En particulier, si toutes les racines de l'équation (4) sont simples, 
la matrice jordanieune de l'opérateur À dansunespace complexe C, 
preud la forme (les éiéments non explicités étant nuls): 


À 
le 
| (8) 
An 
Dans un espace réel, l'équation (4) possède, avec toute sa racine 
À = o+it non réelle, aussi la racine conjuguée À = o — ir. 


Si toutes les racines sont simples et si l'on désigne Îles racines non 
réelles de (4) par o1 Æ its, . .., 0, + em et les racines réelles per 
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Rois + + -r Ans AlOrs la matrice jordanienne réelle de l'opérateur A 
prend la forme 
O1 Ti 


—T1 01 


On Th 


(9) 


— TR OR 


Aah+ 


Fe 


Dans un espace complexe, la matrice jordanienne de tout opéra- 
teur possédant une matrice hermitienne (a), —a,y, j, k —=1, ... 
*<1-, À) par rapport à une bage a elle aussi la forme diagonale ; dans 
ce cas les nombres correspondants À}, sont réels. Dans un espace 
réel, c’est le cas de la matrice jordanienne réelle de tout opérateur 
possédant une matrice symétrique (ay, = ayy, J, k —=1, ..., ñ) 
par rapport à une base. Si, dans une base d’un espace réel, la matrice 
d'un opérateur À est antisymétrique (ay; — —a;y, j, k = 1, ..., n), 
alors la matrice jordanienne réelle de l'opérateur A prend la for- 
me (9), tous les nombres o1, ..., On, Aangie + « +» An étant nuls, 


12.18. Algèbres. 

a. Un espace vectoriel U sur un corps X est appelé algèbre (plus 
précisément, algèbre sur Æ) si, pour les éléments zx, y, ... de U, 
une opération de multiplication désignée par z-y (ou zy) est définie 
de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites: 

(4) & (zy) = (ax) y = x (ay) pour tous zet y de Uettoutæ € K'; 

(2) (xy) z = x (yz) quels que soient zx, y. z de U: 

(3) (x + y) z = zz + yz quels que soient zx. y, z de U: 

(4) z (y + 2) — zy + zz quels que soient zx, y. z de U. 

Les conditions (1) et (2) sont appelées lois associatives, ies condi- 
tions (3) et (4) lois distributives. 

b. En général, la multiplication peut ne pas être commulative, 
de sorte que l'égalité zy = yx peut ôtre fausse pour certains couples 
z, y de U. Si l'égalité zy — yzx est juste pour n'importe quels x et y 
de U, l'algèbre U est dite commutative. 

©. Un élément e E U s'appelle unité de l'algèbre U si, pour 
tout EU, les égalités ex — re = x ont lieu. Un élément y EU 
est appelé énverse d'un élément zx si les égalités xy = yx = e sont 
vérifiées. 
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d. Un sous-espace V € U est appelé sous-algèbre de l'algèbre U 
si zEV. yEV impliquent zy € V. 

e. Une sous-algèbre J € U s'appelle édéal à gauche de l'algèbre U 
s’il découle de x EU, y € J que zy € J, et idéal à droite si y € J, 
3 E U cntraînent yz € J, Un idéal qui est à la fois idéal à gauche et 
idéal à droite est appelé idéal bilatère ou idéal tout court. Daus une 
algèbre commutative. il n'y a évidemment pas de distinction à faire 
entre un idéal, un idéal À gauche et un idéal à droite. 

Dans loute algèbre U, il existe deux idéaux triviaux: l’un com- 
posé d'un seul élément nul et appelé idéal nul, et l’autre qui est iden- 
tique à touto l'algèbre U. Tous les autres idéaux sont appelés idéaux 
propres, 

f. Dans l’espace quotient U/J d’une algèbre U par son idéal J, 
on peul définir, pour les classes X, Y, ..., non seulomeont les 
opérations linéaires (comme dans 12.14i), mais encore une multipli- 
cation. À savoir, étant donnés deux classes X,. Y ct les éléments 
zEX.yE Y choisis arbitrairement, on définit le produit XY commo 
classe contenant le produit ry. On démontre que celle définition est 
correcte (i.e. la classe XY ne dépend pas du choix des éléments 
zEX.yE Y)et que l'espace U/J avec l'opération de multiplication 
introduite devient encore une algèbre. Celte algèbre s’appelle 
algèbre quotient de l'algèbre U par son idéal J. Elle est commutative 
dès que l'algèbre U l'est, 


g Morphismes d'algèbres. Soient U et V deux algè- 
bres sur un mêmo corps K. Une application w: U — V s'appelle 
morphisme (homomorphisme) de l'algèbre U dans l'algèbre V si elle 
est un morphisme de l'espace vectoriel U dans l’espace vectoriel V 
(12.14j) ct si deux éléments quelconques z:, x, de l'algèbre U satis- 
fout à la relalion « (z7,) = «w (x;) “a (x.). 

Un morphisme « s'appelle isomorphisme (épimorphisme, mono- 
morphisme) de l'algèbre U dans l'algèbre V s'il est un isomorphisme 
(épimorphisme. monomorphisme) de l'espace U dans l'espace V. 

Ainsi, l'application w: U — U/J qui à tout élément z € U fait 
correspondre la classe X € U/J qui le contient est un épimorphisme 
de l'algèbre U sur l'algèbre U/J. 


h. Quel que soit un morphisme w: U — V, l’ensemble des élé- 
ments z € U pour lesquels w (r) — O0 forme un idéal 7 dans l'ulgè- 


bre U. Etant donné ©, définissons le morphisme & de l'algèbre U/J 
dans l'algèbre V en faisant correspondre à une classe X € U/J l'élé- 
ment & (x) € V, où x est un élément quelconque de la classe X. 


Ce morphisme & est un monomorphisme. Si le morphisme « est un 


épimorphisme de 1 algèbre U dans 1 algèbre V. alors & est un iso- 
morphisme (14; $ 6.2]. 
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12.19. Exemples d'algèbres et de leurs 
morphismes. 
a. L'ensemble P de tous les polynômes (de tous les degrés) cn À 


p(A) = Ÿ anÀ* 
h=0 


à coefficients d'un corps Æ, avec les opérations d'addition et de 
multiplication habituelles pour les polynômes, est évidemment une 
algèbre. 

Cette algèbro est commutative et possède une unité. 

b. L'ensemble U (G) do toutes les fonctions analytiqnes f (À) 
définies dans un domaino & du plan complexe forme une algèbro 
complexe avec les opérations d'addition et de multiplication habi- 
tuelles pour Îles fonctions (4.72). Cette algèbre est aussicommutative 
et possède une unité. 

Dans l'algèbre U (G), il oxiste un opérateur qui fait correspondre 
k toute fonction f (À) € U (G) sa dérivée f’ (À). Il est évidemment 
ME , notons que, pour cet opérateur, la formule de Leibniz ost 
valable : 


m . 
(4 (À) 8 (A) = Zar/ DE" ÿ (A). (1) 
c. Appelons Re un ensemble fini de nombres À,4, .... À 
(d'un corps Æ) tel qu'à tout À, on associe un nombre naturel 
ra (X =1, . -, M) appolé sa pores dre nus et désignons 
par fn importe quel ensemble der =r +r, +...+r, nombres 


du corps À désignés par fu, (An) (G = 0, rn — 1, k = 1, : 
...…, M). Enfin, désignons par F (S) l'ensemblo de tous les corpus 
sur un spectre donné S. 

Introduisons dans F (S) les opérations d'addition et de multi- 
plication selon les règles: 


(f + £)1 (Ar) = fi (Aa) + £u (in): 
(hu (A) = «fi, (x), 


2 
gs (h)= ST fa (a) gu-b (An) 
(mi 


G=0,..., nm —1,k=1,...,m). 
Pour / = 0, la dernière formule doit être remplacée par la suivante: 


(8) (Ax) = fc) (An) "Zcoy (An). 


L'ensemble F (S) devient alors une algèbre de dimension r sur X. 
+ Soit À un opérateur linéaire dans un espace complexe n-di- 
mensiounel Cr: L'ensemble de taus les polynômes p (A) de l’opérn- 
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teur À (12.15h) avec les opérations naturelles d'addition et de 
multiplication des opérateurs représente une algèbre complexe 
que nous ps par P (A). Il se trouve que cette algèbre est 
isomorphe à Igèbre des corpus F (S,) (exomple c), S, étant 
le spectre de l opérateur À, i.e. l’ensemble de toutes les valeurs 
propres (différentes) Âus +: «> Âm de l'opérateur A telles qu'à toute 
valeur À, on associe pour multiplicité un nombre naturel r, égal 
à la plus grande dimension des cases jordaniennes de l'opérateur A 
(12.17/) qui ont le nombre À, sur la diagonale. Cet isomorphisme 
se réalise de la façon à tout corpus 


f = {fn Gal = 0, rt =... m}, 


défini sur S,, on fait a l'opérateur f (A) dont la matrice 
par rapport à la base jordanienne de l'opérateur A a la même structure 
quasi diagonale que la matrice de l'opérateur A lui-même, toute 
P X p-case quasi daigonale de l'opérateur A 

An 1 0...0 


(pP< r») (2) 


étant remplacée par la case de mêmes dimensions: 


fon) fo@n gpfo@) 2. T—pT fan-u (M) 


0 fo) fo)  T=gr/welM)|. (3) 
(t, Ô (4, …. fer (x) 


Vu de plus près, cet opérateur f (A) a la forme p (A), où le poly- 
nôme p(À) vérifie les ue 


PA On) = fc7 (A) (= sra—1, k=1, M), 


de sorle que p‘” (À) est la dérivée j-ième du Ro p (À). 

Voir la not tration dans (14; G.84]. 

e. Soit toujours un opérateur linéaire À dans un espaco complexe 
n-dimensionnel C,, et soient À:1, ..., À ses valeurs propres que 
l'on suppose appartenir toutes à un domaine G du plan complexe. 
Considérons l'application & de l' algèbre U (G) des fonctions analy- 
tiques dans celle des corpus F(S,) qui à toute fonction f (à) EU(G) 
fait correspondre le corpus des nombres f,,, (A4) = FA (A) Ü= 
=0,...,rn —1, k=1,...,m), où f” (À) désigne la dérivée 
j-ième de 7 (À). En vertu de la formule de Leibniz (f), 1 application « 
ost un morphisme de l'algèbre U (G) dans l’algèbre F (S;): ce mor- 
phisme est même un épimorphisme car, pour tout corpus {f\y, (A:)}, 
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on peut trouver une fonction / (À) de l'algèbre U (6) (même un 
polynôme) ponr laquelle fi? (Qu) = y (À) U = 0, ...,r, — 1, 
k = À 


SR LÀ 
L'algèbre F (S,) étant isomorphe. à son tour, à l'algèbre P (A) 
des opérateurs linéaires (exemple d), il existe bien un épimorphisme 
de l'algèbre U (G) sur l'algèbre P (A): compte tenu de l'exemple 4, 
cel épimorphisme se réalise de la façon suivante: à toute fonction 
f (À) EU (G) on fait correspondre l'opérateur linéaire f (A) dont 
la matrice par rapport à la base jordanienne de l'opérateur A a la 
même structure quasi diagonale que la matrice de l'opérateur A 
lui-même, toute case quasi diagonale (2) étant remplacée par la 
case de mêmes dimensions: 


SO) SO) gpl) 2 pr TA) 
0 fu) PM) 2 pri?) 


0 0 f(M) CT fe (us) 


0 0 0 … f (M) 


Ainsi, les opérateurs eA, sinÀA, etc. ont toujours un sens. 
L'application @: f(A)—f(A) étant un morphisme, l'égalité 
f(D'-e(G)=A(A), où f{A), g(À), (À) appartiennent à U (G), a pour 
conséquence f(A)-g(A)—#4(A). Par exemple, on a toujours l'égalité: 


elt+ B)A — eñA . ejA. 


f. Un spectre S avec les À,, ..., À, complexes (exemple c) 
eat dit symétrique lorsque, parallèlement à tout À, = ©, + it, 
non réel, $ contient le nombre conjugué À, = 0, — it de même 
multiplicité r,. Un corpus f ={f;, (À,)} sur un spectre symé- 
trique $ est dit symétrique si tons les nombres j,,, (À,) sont les 
complexes conjugués des nombres correspondants },,, (À). L'en- 
semble de tous les corpus symétriques sur un spectre symétrique S 
représente (avec les opérations indiquées dans c) une algèbre réelle 
que nous désignons par Fr (S). 

g. Soit À un opérateur linéaire dans un espace réel n-dimen- 
sionnel R,. L'ensemble de tous les polynômes réels de l'opérateur A 
forme une algèbre réelle que nous désignons par Px (A). Il se trouve 
que cette algèbre est isomorphe à l'algèbre des corpus symétriques (f) 
sur le spectre de l'opérateur À (considéré dans le prolongement 
complexe *) de l'espace réel R,) : ce spectre est toujours symétrique. 


*) Cf. [44: 6.611. 
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Quant à l'isomorphisme, il se réalise de la façon suivante. A tout 
corpus symétrique 
Î = {fps (An), } — 0, CEE | rh Pr 1, k — 1, . m} 

défini snr $,. on fait correspondre l'opérateur / (A) dont la matrice 
par rapport à la base jordanienne réelle de l'opérateur À a la même 
structure quesi diagonale que la matrice jordanienne réelle do 
l'opérateur À, toute case quasi diagonale de l'opérateur A qui « la 
forme (2) (avec À, réel) étant remplacée par une caso de la forme (3), 
el toute case quasi diagonale de la forme 


Ar E 0... 0 
(4) 


TS 


1 «| o=|0 Ô 
0 1]  |00| 
par la case de mêmes dimensions: 
1 1 
fo (4x) fes (Au) 357 fi (An) Fes G= DT fon (As) 


0 fo) (An) fe (Ar) = T lus (An)|, (5) 


0 ( 0 eS fus (An) 


où les blocs 44, E, O ont la forme 


Oh Th 
, E= 


# = 


— Th On 


où 
Ref, (An) Im f,y, (A) 
AAA | —_ Im fe (x) Re fags (Au) 


On peut prouver quo l'opérateur f (A) a la forme p (A), le poly- 
nôme p (À) ayant des cocîfficients réels et vérifiant les conditions 


PP G)=fintn) J=t..srank=1,...,m). 


Voir la démoustration dans (14; 6.88]. 

h. Soit toujours un opérateur linéaire À dans un espace réel 
n-dimensionnel R, et supposons que toutes les valeurs propres de 
l'opérateur À, considérées dans le prolongement complexe C, de 
l'espace R,. appartiennent à un domaine G symétrique par rapport 
à l'axe réel. Le morphisme « décrit daus l'exemple e fait corres- 
pondre à toute fonction analytique réelle f (À) € U (G) un corpus 
symétrique  f,y, (G) = FA (Qu) G—=0, ...,. ri — 1, k=1,... 
es M): 
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L'algèbre FA (S\1) de tous les corpus symétriques étant iso- 
morphe à l'algèbre PA (A) de tous les polynômes réels de l'opérateur 
A, il existe un épimorphisme de l'algèbre U, (G) de toutes les fonc- 
tions analytiques réelles dans l’algèbre PA (S1); cet épimorphisme, 
compte tenu de l’exomple g, se réalise de la façon suivante : à toute 
fonction f (À) E Ur (G), on fait correspondre l'opérateur linéaire 
f (A) dont la matrice par rapport à la base jordanienne réelle de 
l'opérateur À a la même structure quasi diagonale que la matrice 
jordanienne réelle de l'opérateur A, toute case quasi diagonale 
de la forme (2) (avec À, réel) étant remplacée par une case de la for- 
me (3) et toute case de la forme (4) par une case de la forinc (5). où 


Re #7 (An) Im fo (An) 
— ]m fa (An) Ro FLE (An) 
i. L'espace vectoriel de tous les opérateurs linéaires agissant 
dans un espace vectoriel K forme une algèbre (avec les opérations 


d'addition et de multiplication habituelles pour les opérateurs) 
qui, en général, n'est pas commutative. 


fon (As) = 
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12.21. À partir du chapitre 3 les espaces métriques jouent un 
rôle important dans notre cours. Rappelons les axiomes de l’espace 
métrique. Un ensemble M s'appelle espace métrique si, pour tout 
couple z. y de ses points, est défini un nombre P,4 (x, y), ou plus 
brièvement p (r, y), sppelé distance de x et y et satisfaisant aux 
conditions suivantes: 

a. p(r,y)>0 si zzy, px, r) =0 pour tout r E M. 

b. px, y) = p (y, x) quels que soient æz et y de M. 

c. p(z, 2) Lp (zx, y) + p (y, z) quels quo soient z, y, z de M 
(axiome de triangle). 


Une suite z,, z,, . .. de points d'un espace métrique M est 
dite convergente vers un point z € M si limp(r,r,) = 0. 
Fi 


12.22. Dans les chapitres précédents, on considérait en tant 
qu'exemples d'espaces métriques les ensembles sur la droite, dans 
le plan, dans l'espace habituel (euclidien) avec la métrique usuelle. 
Or, il importe de souligner que de divers ensembles de fonctions 
peuvent eux aussi être rendus espaces métriques en les munissant 
d’une métrique (i.e. d'une fonction p (x, y)) convenable. 

Le choix de la métrique pour un espace fonctionnel dépend des 
exigences du problème considéré. Lorsqu'une distance est donnée, 
il est clair que deux éléments sont proches si la distance est petite. 
Dans la plupart des cas rencontrés dans l’analyse, on est forcé de 
procéder inversement : d'après les hypothèses d'un problème on voit 
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quels sont les éléments qu'il est naturel de considérer comme proches, 
ceci détermine la façon dont on introduit la métrique. 

Par exemple, il est souvent naturel de considérer comme proches 
deux fonctions continues x ({) et y (t) (a St < b) pour lesquelles 
la quautité max |zx(t) — y(t) | est petite. On peut donc la 


ast<b 
choisir pour distance des fonctions z (t) et y (t) ; les axiomes a-c sont, 
évidemment, satisfaits et, par conséquent, tout ensemble M de 
fonctions continues sur l'intervalle [a, b], avec pour distance 


p(z, y) = anax [z(t)—y (#)}, (1) 


représente un espace métrique. 

Dans certains cas (par exemple, dans le calcul des variations) 
où il s’agit des fonctions ayant leurs dérivées y compris la m-ième. 
il est naturel de considérer comme proches deux éléments zx (1) et 
y (#4 pour lesquels sont proches non seulement les valeurs des 
fonctions mais aussi celles des dérivées y compris la m-ième quel 
que soit £{. Ceci conduit à la distance 


p(z, y)= 
sons {z()—y(){1r (@)—y'(@l..., 120 —y (01. (0) 


S'il y a un ensemble de fonctions x (t) m fois continûment dérivables, 
alors, en le munissant de la métrique (2), on aboutit évidemment 
à un espace métrique. 

Dans d'autres cas (par exemple, dans la théorie des équations 
intégrales), il est naturel de considérer les fonctions x (f) et y (t) 
comme proches si elles le sont au sens intégral, i.e. si la quantité 


b 
NECETTOIE 


est petite. 
aturellement, on définit alors la distauce por la formule 


b 
p(x, y) = Î [x (t)—y(t)[at. (3) 


T1 est évident que les axiomes de l’espace métriquo sont satisfaits 
dans ce cas aussi. 

Parfois on a besoin de définir la proximité des fonctions à l’aide 
de l’intégrale non pas de la différence de ces fonctions, mais d'une 
puissance, par exemple p-ième, de cette différence; la distance 
correspondante peut être donnée par la formule 


p/ b 
p(z, = fret) ut) dr. (4) 
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Pour p > 4. cette définition vérifie elle aussi les axiomes de l’espaco 
métrique. Pour l’axiome c la vérification devient, pourtant, assez 
compliquée (à l'exception des cas simples p = 4 et p = 2); nous 
n'insistons pas là-dessus (cf. exercice 415). 

Ainsi, la définition de 1 espace métrique semble suffisamment 
souple pour satisfaire aux exigences les plus variées de l'analyse. 


12.23. Espace des fonctions continues sur 
un espace métrique. . 

a. L'espace métrique de toutes les fonctions réelles continues 
sur l'intervalle a < t  b, avec la distance définie par la formu- 
le 12.22 (4), est noté A° [a, b] (comme dans 12.135, où il figurait 
en tant qu'espace vectoriel). 

b. Est-ce qu'il est possible de remplacer, dans cette définition, 
l'intervalle [a, b] par n'importe quel espace métrique? Sur un 
espace métrique quelconque M, les fonctions continues ne sont pas 
nécessairement bornées, donc la formule 42.22 (1) de la distance 
ne convient plus. Or, on ne peut construire un espace fonctionnel 
qu'avec les fonctions continues et bornées, alors la formule 42,22 (4) 
conserve le sens, à condition que l'on y remplace max par sup. 
Définitivement, nous définissons À° (M) comme espace de toutes 
les functions réelles continues et bornées sur un espace métrique M, 
avec la distanco 


p(x y)=sup|z(t) —y(t)l (1) 
(EM 


entre les fonctions zx (f) et y (#. 

c. En remplaçant ici, à son tour, la droite réelle (domaine de 
valeurs des fonctions considérées) par un espace métrique quelcon- 
que P, on aboutit à l’espace P° (M) de tontes les fonctions continues 
et bornées aur un espace métrique M à valeurs dans un espace métri- 
que P, avec la distance 


p (x, y) = sup Pu {z (2), y (0)). (2) 
té 


enire les fonctions zx (1) et y (4). 

Dans les numéros suivants du présent paragraphe, nous étudions 
certaines notions générales de la théorie des espaces métriques rela- 
tivement à l’espaco P° (M) et à ses cas particuliers. 

d. [1 résulte de la définition (2) que la convergence d'une suite 
Zn () vers la limite x (f) dans l'espace P° (M) équivaut à la conver- 
gence uniforme sur M (5.93) de la suite des fonctions x, (f) vers la 
fonction limite x (1). 

ce. Nous sommes convenus de dire qu'un ensemhle £ dans un 
espace métrique P est partout dense par rapport à un ensemble FC P 
si tout point z € F ou bien appartient à £, ou bien en est un point 
limite (3.01). Si, de plus, £ € F, on dit que £ est partout dense 
dans F. Nous dirons qu'un espace métrique P est séparable s'il 


3—2280 
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existe un ensemble dénombrable E © P partout dense dans P. Mon- 
trons que L'espace R' [a, bl est séparable. 

Un ensemble £ dénombrable et partout dense dans R° {a, b] peut 
être formé, par exemple de toutes les fonctions polygonales à som- 
mets aux points (a, yo), (1, ÿr), + . +, (Æn-1s Yn-1), (D, Yn). où 
zy € (a, b), les nombres x; et y, étant rationnels. La dénombrabilité 
de cet ensemble résulte de 2.35. Montrons que l'ensemble Æ est 
dense dans R° [a, b]. Soient f (x) € R° La, b] une fonction quelconque 
et e=0. Trouvons un 6 = 0 tel que |z  — zx” | < 68 implique 
1f(z)— (29 1<e5. Soit a=1z0<2z, L...<7, = b une 
partition de l'intervalle Î[a, b] par les points rationnels zx; (j — 


= 4, ..., n— 1) et soit Az; = z}41 — x << 6. Supposons ensuite 
que les nombres rationnels yo, Yi, . .., ÿn soient tels que 
Cyy — f(x |< e/5, j = 0, À, ..., n. Considérons une fonction 


polygonale y (x) aux sommets successifs (x, y). Alors p (y, f} < €. 
En effet, pour tout zx € [a, b], on peut trouver un x; (j = 1, ... 
.. n—14) tel que |z— zx; | << 6. Alors |f (x) — f (xs) 1 << e/5 
et |/(zy4:)— f (xs) | << e/5. Il en résulte que 


lÿs— Voas | << — fn) HT (s) — 1 (143) If ya) — via << e 


Donc, pour æz € {zp-1, Zy+1), on a | y (x) — yy | << 8e/5. Définitive- 
ment, 


[y (&)—f (2) <1ly (@)—41+ lys —{ (D l+ If (ar) —f(@)1< 
<Set+etrere, 
pGY,f)= max |y(r)—f(21<e. 


On peut prouver que l'espace R° (0, ©) de toutes les fonctions 
bornées et continues sur la demi-droite 0 < z << © ne possède 
aucune partie dénombrable partout dense (cf. exercice 2). 

f. Ur espace métrique P est dit complet (3.714) si le critèro 
de Cauchy y est satisfait: toute suite de Cauchy 1, z:, .. . do 
P a une limite dans P. 


Théorème. L'espace P° (M) de toutes les fonctions continues 
et bornées sur un espace métrique M, à valeurs da ns un espace métrique 
complet P'(c), est un espace complet. 


Démonstration. Désignons par p la distance dans 
l'espace P et par 
p(z, yy= sup pr{z (e), y ()} 
celle dans l'espace P° (M). 
Soit zi (1), za (t), . .., æn (t), . . . une suite de Cauchy de fonc- 
tions éléments de l’espace P° (M): pour tout e = 0, il existe un 
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numéro À tel que, pour n>N, m> N, on a l'inégalité 
P (Zns Zm) = mL pp {tn (4), zn (1)} <'e. (3) 


Il en résulte que toute guite x, (45) E P qui s'obtient en fixant 
t — to est une suite de Cauchy; l'espace P étant complet, il existe 
la valeur 


z (to) = lim a (to) EP. 


Lorsque t = {5 parcourt tout le M, on a la fonction limite 
z(t) = lim z, (4). 
1 
Dans l'inégalité 
pp {zh (e), Tm (#)} < 8, 

qui a lieu pourtouttct nr, m > N, passons à la limite lorsque rt —+ 
sans changer nr: nous aboutissons, en vertu de 5.12b, à 

pr{z (), z(t}<e (4) 
pour tout £{ et pour n > N. Ceci veut dire que la suite des fonc- 
tions zx, (£{) converge vers la limite x (t) uniformément sur M. D'après 
les théorèmes 5.94 et 5.95, la fonction x (!) est bornée et continue, 


donc un élément de 1 cspace P‘ (M). L'inégalité (4) peut être mise 
sous la forme 


CACANE IE ZT 


ce qui veut dire que z — zx (i) est la limite de la smte des élé- 
ments zx,. Le théorème est déniontré. 


12.24. Théorème d'Arze là. Un espace métrique P a été 
dit compact (3.91a) si chaque suite de 8es points Ze, Ze, . . . Cohtient 


une sous-auile Zmys Zmas - « - COnvVergente, et précompact (3.93a) 
si chaque suite z,, z,, . .. contient une sous-suite de Cauchy zh, 
Tma CR) 


a. Soient Q un espace métrique compact, P un espace métrique 
quelconque et P° (Q) l’espace métrique de toutes les fonctions con- 
tinues z — zx (t) définies sur Q et prenant leurs valeurs dans P mc- 
trisé d'après la formule 12.23 (2) 


p(r y)= sup Pr {z (t), y (t)}. 


L'espace P°(Q) n'est en général pas compact. Dons quelles 
conditions un sous-ensemble £ € P* (Q) est-il compact? 

Pour y répondre, introduisons les définitions suivantes : 

Définition 1. Un ensemble E de fonctions x (+) € P* (Q) 
est dit à valeurs uniformément compactes (précompactes) s'il existe 
un ensemble compact (précompact) P, € P qui contient ioutes les 
valeurs des fonctions r{f) pour 4€Q, zE6EÆ. 


«Le 
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Définition 2. Un ensemble £ de fonctions z(t) € P° (Q) 
est dit équicontinu si, pour tout e => 0, il existe un 6 > 0 tel que 
00 (£’,{") < 6 implique 


pp{z(t), z()}<e 
quelle que soit la fonction z (EE. 


Théorème (Arzelà). Pour qu'unensemble EC P* (Q) soit 
précompact, il faut et il suffit qu'il soit à valeurs uniformément précom- 
pactes er équicontinu. 

Démonstration. Supposons que £ € P*(Q) soit pré- 
compact. Alors, en vertu du critère de Hausdorff 3.93c, pour tout 
e => O donné, il existe dans Æ un e/3-réseau fini, i.e. un ensemble 


fini zi (f), . .., Zm (t) de fonctions tel que, pour toute fonction 
zx ({) EE, on peut trouver un numéro k, 4 < k < m, pour lequel 
prix (rt), 2 (<<. (1) 


Trouvons ensuite, pour le même e, un 6 = 0 de façon à avoir les 
inégalités 


Pplæn (4), zh CN< + (k=1,...,m) 


pour po (t’,#} << 6. Alors, pour les mêmes {’ et {”, n'importe 
quelle z () EE et pour zx, (t) correspondante, nous avons 


priz(t}),z(e))<priz(t), ra (t)] + pr [zx (4°), zn (€7)) + 
+ pp {za (47), x (4) << 3.+—e, 


c'est-à-dire que la familles Æ est équicontinue. 

L'onsemble P, de toutes les valeurs de la fonction x; ({) continue 
sur le compact Q est compact, quel que soit k = 1, ..., m (5.16a). 
La réunion À des ensembles compacts P;,, ..., P,, est évidemment 
compacto elle aussi. L'inégalité (1) montre que l’ensemble RAR sert 
d'e/3-réseau à l'ensemble LP, € P de toutes les valeurs des fonctions 
z () € E sur Q. L'ensemble P, étant précompact en vertu de 3.95, 

est à valeurs uniformément précompactes. 

Nous voyons donc que les conditions du théorème d'Arzelà 
sont nécessaires pour la précompacité de Æ. Démontrons leur suffi- 
sance. 

L'espace P°(Q) est isométriquement immergé dans l'espace 
P (Q) de toutes les fonctions x (#) Dornées (continues ou non) sur Q 
muni de la distance 


p(z, y)= sup PP {z(t), y (t)}. 


En vertu du critère de Hausdorff (3.93c), le théorème sera démon- 
tré si l’on construit à partir de ses hypothèses, dans l'espace P (Q) 
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et pour tout e >> 0, un e-réseau fini pour l’ensemble Æ. Supposons 
que E € P*° (Q) soit à valeurs uniformément précompactes et équi- 
continu. 

Pour un € => 0 donné, trouvons un 6 => 0 à partir de la condition 
d'équicontinuité de la famille £. Recouvrons ensuite le compact Q 
par un nombre fini de boules de diamètre 6. En rejetant les points 
superflus, on peut obtenir un recouvrement du compact Q par un 
nombre fini d'ensembles de diamètre 6 deux à deux disjoints. 
Désignons-les par @Q:. ..., Qm. Soit ensuite p;, ..., p, un e/2- 
réseau fini dans P pour le précompact P, contenant toutes les valeurs 
des fonctions z(t) pour {1€ Q, x EE. Considérons l'ensemble G 
de toutes les fonctions zx (4) € P (Q) qui prennent sur @,, ..., Qn 
les valeurs constantes de la collection p1, . .., p,. Ces fonctions 
sont évidemment en nombre fini (au plus égal à X”), et nous affir- 
mons qu'elles forment un e-réseau pour l'ensemble £. En effet, 
soit zo (4) une fonction quelconque de £. La variation de cette fonc- 
tion sur l’ensemble Q, de diamètre 56 ne dépasse pas e/2, et il 
existe un point p, de la collection p:, ..., ph distant de toutes 
les valeurs de zxo(t), pour 1€ @Q,, de e au plus. La fonction 
z (t) EP (Q)qui prend sur chaque Q, la valcurcorrespondanie py appar- 
tient à G, et l’on a évidemment, dans l espace P° (Q): 


P (Zo: =" 0h Prito(t), z(t)]< e. 


Le théorème est démontré. 

b. Si P est un espace complet, il en esi de même de P* (NI) (12.23). 
Dans un espace complet. la fermeture de tout ensemble précompact 
est compacte (3.96b). Par conséquent, les parties compactes de 
P* (M) sont caractérisées, dans le présent cas, comme suit: ce sont 
les sous-ensembles fermés de P° (M) à valeurs uniformément compactes 
et équicontinus. 

c. Dans le cas où Pl est l'espace cuclidien 7-dimensionnel AÀ,, 
la classe des ensembles précompacts est identique à celle des ensem- 
bles bornés (3.93b et 3.94). Le fait qu'une famille E de fonctions 
z (t) E R2, (M) est à valeurs uniformément précompactes veut donc 
dire, dans le ces en question, qu'il existe une constante B telle 
que sup|z(#) | B, quels que soient t€M et z (ft) E E. Une telle 
famille de fouctions est dite uniformément bornée. Ainsi, dans le 
cas où P — RÀ,, le théorème d'Arzelà prend la forme suivante: 

Un ensemble E de fonctions zx (} ER: (M) est précompact si. 
et seulement si, il est uniformément borné et équicontinu. 

d. Pour les fonctions numériques sur un intervalle fermé de la 
droite numérique, on peut signaler une simple condition suffisante 
de la précompacité: 


Théorème. Si, pour un ensemble E de fonctions numéri- 
ques x (t) continues et dérivables sur un intervalle a & t & b, il existe 
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deux constantes ao, ü1 telles que, quel que soit x (t) € E, on ait les iné- 
galltés 


Iz( IS ae 1z (D 1< a, 


alors l'ensemble E est précompact dans l'espace R° [a, b]. 
Démonstration. En appliquant la formule de Lagrange 
7,44, nous avons l'inégalité 


1z()—2(6")1< suplz Ole — al — EF |, 


montrant que la famille E est équicontinue. L'application du théorè- 
me c achève la démonstration vu que ladite famille est uniformément 
bornée par hypothèse. 


12.25. Espace des fonctions m fois conti- 
nüment dérlvables. 

a. L'espace métrique de toutes les fonctions réelles x ({) con- 
tinues et m fois continüment dérivables sur un intervalle a & t & b 
avec la métrique définie par la formule 12.22 (2) 


p{a y= max {I2(#)—y (61. 12009" (O1. 126 (0) — y (01) 


est désigné par D,, (a, b); en particulier, D, (a, b) = À” (a, b). 
Dans l'espace D,, (a, b), la convergence d'une suite zx, (t) vers 
sa limite x (t) signifie la convergence uniforme des m + 1 suites: 


Zn (tx (0), zn() 2" (0). 290 (4) 20 (1). 


b. Montrons que l'espace Dh (a, b) est complet. [Soit z1 (t), 
Ze (t), . . . une suite de Cauchy de fonctions de l'espace D,, (a, b). 
Il découle de l'inégalité 

max [zh (t)—2p (4)|<P (En, Zn) 

a<!<b 
que chacune des suites {z, (t)}, {x (1)}, . .., {x (9} est de 
Cauchy par rapport à la métrique de l'espace À° (a, b). L'espace 
R° (a, b) étant complet (12.23f), toute suite zx) ({) converge uni- 
formément, pour m7 -> 0, vers une fonction continue y, (t) (k = 
= 0, 1, .... m). D'après le théorème 9.77 sur la dérivation d'une 
suite de fonctions, nous avons 


y: (t)= limz, (t)=(limz, (t)) =y (4), 
nn ne 
ya (1) = Yi) = (the ces Um (E) = yo (0). 
Donc, la fonction ÿo (4) appartient à l'espace D,, (a, b). Toujours 
d’après la convergence uniforme de chaque suile z@) (1) vers y, (t) = 
= yN (1), pour 7 —+ w, la fonction yo (t) est la limite de la suite 


z, (f) par rapport à la métrique de l’espace D, (a, b), ce qu'il fallait 
démontrer. 
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c. Montrons que l’espace D (a, b) est partout dense dans 
R' (a. b) (par rapport à la métrique de ÆR° (a, b), bien entendu). 
La propriété d’être partout dense étant transitive (3.62), il suffit 
de moutrer que D, (a, b) est partout dense par rapport à l'ensem- 
ble L de toutes les fonctions polygonales (nous avons vu dans 12.23e 
que L est partout dense dans À° (a. b)). Toute fonction polygonale 
y (x) pent être rendue «lisse» en la rem- 
plaçant, au voisinage de chaque angle. par 
une fonction g (r) m fois continûment déri- g{2) 
vable dont les valeurs des dérivées sont LS @ 
égales, nux points de contact uvec les côtés 3 
du polygone. aux valeurs correspondantes 
des dérivées de la fonction y (z) (fig. 12.1). 
Une telle fonction g (x) peut être cons- 
truite, par exemple, sous forme d'un polynôme de degré 2m (cf. 
42.194). Ln effectuant une homothétie de centre au sommet de 
l'angle et de rapport suffisamment petit, on peut arriver à ce que 
la distance entre g (x) et y (x) soit aussi petite que l’on veut. 


Fig. 12.1. 


12.26. Espace des fonctions continues 
avec la métrique intégrale. 

a. Désignons par L* (a, b) l'espace métrique de toutes les fonc- 
tions réelles x ({) continues sur un intervalle fermé [a, b] avec la 
métrique 12.22 (3) 


b 
pa n= (1z(@)—y(1ar. (2) 


L'espace formé des mêmes fonciions avec la métrique 12.22 (4) 


P b 
een= fiz@—v@Pa (p>1) (2) 


sera désigné par L; (a, b). 
Nous avons aussi considéré, sur l’espace des fonctions conti- 
nues, la inétrique 


p (zx, y) = mn [x (8) —y (|. (3) 


Les métriques (1)-(3) cngendrent les types essentiellement diffé- 
rents de convergence. Ainsi, la suite des fonctions x, ({) montrées 
fig. 12.2 ne converge pus vers zéro dans l’espace R° (0, 1) tout en Île 
faisant dans chacun des espaces L£ (0, 1) parce que 


1 1/n 
EACE j (1) de. 
(n) 0 
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La suite des fonctions y, (4) montrées fig. 12.3 converge vers 
zéro dans chaque espace L? (0, 1) avec p < get ne Île fait pas dans 
a (0, 1) parce que 


: | : — 0 pour p<g; 
P(t)dt=—.— — u 
| 0 p+i nn" PSE EN Du = pour p—g. 


b. L'espace L? (a, b) n'est complet pour aucun p > 1. Afin de 
le démontrer, considérons une suite de fonctions continues y, (x) 


rh (£) 


J 
A ! 
Fig. 12.2. Fig. 12.3. 


comprises éntre 0 et 1 et convergeant, lorsque v —+ oo, vers O uni- 
formément sur chaque intervalle (a, c — €) et vers 1 sur chaque 
intervalle (c + e, b) (c est un point fixe entre a et b). Une telle 
suite satisfait au critère de Cauchy dans l'espace L; (a. b). En 
effet, on a 


—E c+e b 


(into=mt@Pé= | + | + Î <e+2e+e—=4e 
a a c— c+e 


pour v et a assez grands. Montrons que la suite y, (x) ne converge, 
selon la métrique de L',(a, b), vers aucune fonction continue. 

A cette fin, faisons la remarque suivante. Si une suite de fonc- 
tions f, (x) (v = 1, 2, ...) converge, par rapport à la métrique 
de L!, (a, b), vers une fonction continue / (x) sur un intervalle A — 
= {a r< b} et converge uniformément sur un intervalle 6 = 
= {cz < d} intérieur à À vers une fonction q (x), alors l'identité 
p (zx) =/f(x) a lieu dans l'intervalle 6. En effet, dans l'espace 
Li (c, d), nous avons les relations 


d b 
PP Gun D = ft) — 10) Par < | 1/2) —/f (2) 1P d2 +0 
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d 
PP Gus q)= À 1 (60 (2) de <max| fs (2) — 9 (&)P(d— 0) +0. 


En vertu de l'unicité de la limite (3.33a), on a bien f (x) = (x). 

La supposition que la suite y, (x). ys (x), . . ., y, (r); . .. 
construite plus haut converge par rapport à la métrique de L; (a, b) 
vers une fonction continue f (z) conduit, d’après ce qu'on a vu, aux 
égalités jf (x) =0 pour a<zrz<c et f(x) =1Â1 pour c<rz< b. 
Mais alors la fonction / (x) ne peut être continue sur l'intervalle 
a< zx < b quelle que soit la valeur f (c). 

€. En vertu du théorème général 3.81, l'espace L} (a, b) admet 
le complété L; (a, b). 11 est naturel de poser la question suivante: 
est-il possible d'attribuer aux éléments de l'espace L£ (a, b), définis 
d'après le théorème 3.81a d'une façon abstraite, un sens concret en 
les interprétant, par exemple, comme fonctions? On répond par 
ere bieu que le problème soit assez délicat (cf., par exem- 
ple, (161). 


& 12.3. Espaces vectoriels normés 


12.31. Nous tenons à munir un espace vectoriel R d'une mé- 
trique ; ce faisant, il est naturel d'admettre que la métrique et les 
opérations linéaires sont liées de sorte que la translation de deux 
points d'un même vecteur ne change pas la distance entre eux. 
Il est donc suffisant de définir la distance de tout point (vecteur) 
à un point fixe, au zéro par exemple. Il est suffisant, par consé- 
quent, de faire correspondre à tout point z € R un nombre, la dis- 
tance de z à O0; ce nombre est appelé norme du vecteur x. 

Un espace vectoriel réel R s‘appelle espace réel normé si, à tout 
vecteur z ER, on fait correspondre un nombre |z | (noté parfois 
{x || ou même |||z |||) appelé norme du vecteur z et satisfaisant 
aux conditions: 

a. |z21>0siz#0, |0O|=0. 

b. |ax|—= |x||z1! pour tout zE R et tout nombre réel @. 

ce |z+yI<1r|+ ]1y| quels que soient z et y de À (axiome 
de triangle). 

Par définition, posons p (x, y) = !z — y |. Il est aisé de prouver 
que les axiomes de l'espace métrique sont satisfaits (la preuve en 
est laissée au lecteur) ; il en résulte qu'un espace normé est métrique. 
Ainsi, dans un espace normé on peul mesurer les distances entre les 
vecteurs et se servir du passage à la limite, Un espace complet ormé 
est dit de Banach. Un espace vectoriel qui n'est pas muni d’une 
norme (ou d'une métrique) sera dit affine. 


12.32.a. L'espace R° (M) de toutes les fonctions réelles zx (ft) 
continues et bornées sur un espace métrique M, que l'on a con sidéré 
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en tunt qu’exemple d'un espace vectoriel (12.134) et d’un espace 
métrique (12.23b), est en même temps une source importante d'es- 
paces normés. Une norme dans R° (M) est donnée par la formule 


x 1 = sup [æ (e) |. (1) 


Nous désignons ici la norme d'une fonction x (t) non pas par 
|z | mais par ||[z {| pour mettre en relief la différence entre la 
normo de la fonction x ({) comme élément de l'espace AÀ° (M) et sa 
valeur absolue dépendant du point f. Les axiomes 12.31 a-c dela 
norme sont dans ce cas presque évidents. En particulier, l’axiome 
de triangle se vérifie comme suit: 


IzO+yOISIzOI+IzOIS< 
sup [2 4) 1+ sup y @ = 1x 11+ LPALE 


en passant au maximum daus le premier membre, on obtient l’iné- 
galité demandée || z + y || [1x 11 + [yil. 

b. Généralisons maintenant l'exemple a en y remplaçant le 
corps À des nombres réels par un espace réel normé quelconque R. 
Ainsi, les éléments du nouvel espace R‘ (M) seront les fonctions con- 
tinues et bornées x (t) définies sur l’espace métrique M à valeurs 
dans l'espace normé R. 

Il est nécessaire de prouver que les opérations linéaires sur de 
telles fonctions conduisent aux fonctions de la même nature. Si 
les fonctions zx (f) et y (t) à valeurs dans R sont bornées et que 


ap le (El, Y = sup FAOCRE 
alors la fonction z (4) = ax (t) + By (t) est aussi bornée pour n'im- 
porte quels & et B réels, puisque 
Laz (1) + By Ot<IallIzOI+IBIIZOIS 
<lalÀÂ+IBIY 
quel que soil £. 

Montrons que la fonction z (4) = ax (t) + By (t) est continue 
pour tout £ = to, de même que les fonctions zx (4) el y (t). On peut 
supposer que a Det f £ 0. Fixons un nombre e => O et choisissons 
un 6Ô => 0 de façon que l'inégalité p (£, to) << 8 implique 

HOSAOIRS ART IOS TOURS 2 
On a alors 
L2()—2(0)1<lal]z (0 —2x (to)1+ 18/17 ()— 41 5 +58 


ce qui démontre la continuité de La fonction z (t) = ax (t) + fy (+) 
your £ = fo. 
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Dans l’espace R° (M), on introduit la norme par la formule (1) 
où, bien entendu, |zx (t) | désigne la norme dans l’espace R. 

Donc, l'espace R‘° (M) de toutes les fonctions x ({) continues et 
bornées sur l'espace métrique M à valeurs dans l'espace normé R 
est construit. 

Notons que l'espace R° (M) est complet dès que l’espaco R l'est 
(12.23/). 


12.33. Autres exemples d'espaces normés. 
a. L'espace métrique D,, (a, b) (12.25) peut être rendu normé 
en introduisant la norme 


Hz = max {(lz(@l, 12 (1... 1x () 1} (1) 


Les axiomos 12.31a-c de la norme sont vérifiés aisément. 
b. Les espaces métriques ZL (a, b) (12.28) peuvent être normés 
en introduisant les normes 


P b 
Izle=} fizoPé (œ>1) (2) 


Les axiomes 12.31a-c de la norme se vérifient aisément pour p — 1; 
dans le cas général (p => 1) la vérification de l'axiome de triangle 
demande une certaine patience (cf. exercice 15). 

c. Les espaces normés Lf (a, b) et R°(a, b) admettent des 
analogues intéressants de dimension finie. Soit À, l’espace n-di- 
mensionnel des vecteurs z <= (£,, . .., Ë,.). Introduisons-y les nor- 
mes suivantes : 


n 


Izh= 2 El, (3) 

Re! 
Izb=)/ ZIP G@>1,) (4) 
RTE Le 


Il est évident que la norme euclidienne 


Iz1=}/ 2 & (6) 


que nous connaissons depuis 2.68 est un cas particulier de la norme 
|z |» correspondant à p — 2. Les normes (3) et (4) sont analogues 
aux normes intégrales dans les espaces Z{ (a, b) et ZL5 (a, b). La 
norme (5) est analogue à la norme 12.32 (1) dans l'espace RÀ° (a, b): 
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la désignation | z {+ est justifiée par la relation limite 


v n 


max [&,1= lim > JtxfP 
1Eh<n P= hu! 


(cf. exercice 9 du chapitre 4). 

Dans le ces (6), nous avons déjà vérifié les axiomes de la norme 
dans 2.68. Dans les cas (3) et (5), cela se fait sans difficultés. Dans 
le cas (4), la vérification n'est plus si simple (cf. exercice 17). 

Contrairement aux normes dans un espace fonctionnel, du point 
de vue de la convergence qu'elles engendrent, Les normes (3)-(6) sont 
équivalentes: pour m—- oo, la convergence d'une suite de vecteurs 


Tm = (E9® ,..., ES) vers un vecteur zx = (E1. ..., E,) pour 
n'importe laquelle des normes (3)-(5) signifie la convergence den 
suites numériques Ef"—+> E6,, ..., Ef— £,. L'étude des normes 


dans des espaces de dimension finie sera continuée dans 12.36. 


d. En remplaçant dans les exemples précédents 7 par oo on 
aboutit à une série intéressante d'espaces de diinension infinie. 
Notamment, désignons par L, (f< p<o) l'ensemble de toutes 


les suites numériques z= {£:,, E», ...} pour lesquelles 2 | Ex |? << 00. 
=! 


D? œ 
Soit [|z|l» = Æ [En [P. En 9e servant de l'inégalité de triangle 


pour la norme |z|, dans l’espace Ji, et en posant z={E,}€l,, 
y={n}E!,, on peut écrire 


D ñn p n P a 
D iu+mre/ Sinril/ Simr< 
À on | h=1 h= ] 


» + P A > 
<V Z1BP+]/ ZimP=lzle tigre 
En passant à la limite pour r7—+ 00 dans le premier membre 
on obtient la convergence de la série Y ]£x+ m |? et l'inéquation 
has | 


CPAS 
Mz+vlo= |] 21E+mP<lz lt lg ll. 


NM est évident que az = {aË,} appartient à l'ensemble L, avec 
z = {E,}, pour tout « réel, et que [|| ax ||, = |æ | [1x |l». Ainsi 
l'ensemble l,, pour tout p => À, est un espace vectoriel normé. On peut 
montrer que l'espace l, est complet, quel que soit p > 1 (exercice 18). 
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12.34. Toutes les définitions et tous les théorèmes concernant les 
espaces affines et les espaces métriques (sans structure d'espace 
vectoriel) sont naturellement valables pour les espaces vectoriels 
normés. Ainsi, dans un espace vectoriel normé on peut considérer 
les notions d'ensemble équilibré et d'ensemble convexe qui sont 
propres à la théorie des espaces affines. 

a. Un ensemble E dans un espace vectoriel X est dit équilibré 
si, avec tout son point z, il contient le point —z. 

b. Un ensemble Æ dans un espace vectoriel X est dit convexe si, 
avec ses deux points quelconques zx, y, il contient lous les points 


z=arz +fy, a>0, B>0, a+p=1, 
ou, géométriquement, tout le segment d'extrémités z et y. 
c. Le théorème suivant utilise la structure d'espace vectoriel 
ainsi que la norme, de sorte que son champ d’action naturel est un 
espace vectoriel normé. 


Théorème. Une boule S = {z: |z | <p} d'un espace vec- 
toriel normé KR est un ensemble équilibré convexe fermé. 

Démonstration. Silz|<p, alors |—z|=|z|<p, 
ce qui démontre que la boule est équilibrée. Le fait qu'elle est fermée 
réqulte de 3.51b. La convexité découle da l’axiome de triangle: 
si lz|<p, 1Yÿ 1 p, alors, pour a >0,B>0,a+pf=1,0ona 

[az + Byl<alzi+Bly1<(a+B)r = p, 
ce qu'il fallait démoutrer. 

d. La propriété de convexité de la boule unité est si importante 
qu'elle peut remplacer l’axiome de triangle. Notamment, supposons 
que dans un espace vectoriel X on ait introduit une fonction numé- 
rique | x | vérifiant les deux premiers axiomes de la norme et, au 
lieu du troisième, l’axiome suivant : 

La boule {z2E X: [z | L 1} est un ensemble convexe. 

Montrons que cet axiome et les axiomos 12.31a, b impliquent 
l'inégalité de triangle 12.31c. Quels que soient deux vecteurs 
z0, y-Æ0, les vecteurs ET et TT appartiennent à la boule 


unité; en vertu du nouvel axiomo, le vecteur TE EU À y appar- 
tient également quels que soient a >0, B>0, a+f= 1: 


DER 


se 1 
Poson Ci a — eu ES = ti: en mettant e 
7 [z1+1v) RFI zur 
facteur, en le faisant sortir du symbole de la norme et en multi- 


pliant l'inégalité par |z|+{y|, on obtient 
[z+ yI<Izl+ty{ 


AE CH. 12. STRUCTUNES FONDAMENTALES DE L'ANALYSE 


ce qu'il nous fallait. Si l'un au noins des vecteurs z. y est nul, l'iné- 
galité de triangle est immédiate. 


12.35. Normes équivalentes. 

a. Deux normes |z |, et | z |, dans un mêûine espace vectoriel X 
sont dites équivalentes (ou homéomorphes) si les métriques qu'elles 
cngeudreut sont homéomorphes (3.34), autrement dit, si la con- 
vergence z, + z selon l'une de ces normes est équivalente à la con- 
vergence zx, —> x selon l’autre. Par conséquent, tout ensemble fermé 
(ouvert) dans X par rapport à l’une de ces normes est fermé (ouvert) 
par rapport à l'autre. 

h. Voyons quelles propriétés géométriques des boules 


S(p)= {EX 1zkl Lp}, 
Ss(p) = EX: 1z2L<p} 


correspondent à l'équivalence des normes | z |, et | x |. Chacuno de 
ces boules, on l'a vu, est équilibrée, convexe et fermée par rapport 
à la norme correspondante. 

Lemme. Si les normes | zx |; et |x |, sont équivalentes, alors 
il existe une constante c; >> O telle que toute boule S, (p) contienne 
la boule S, (cp) et une constante c, => 0 telle que toute boule S, (p) 
contienne la boule S; (c.p). Réciproquement, s'il existe deux constantes 
©, et c, ayant les propriétés mentionnées, alors les normes |zx |, et 
| x |, sont équivalentes. 

Démonstration. Soient c; et c, des constantes possedant 
les propriétés en question. Soit ensuite |z — r, |, = €, —+ 0. La 
boule S,(e,/c,) contenant Si(e,) contient 1 élément z — z,, de 
sorte que |Z — 2, |: & En/Cs. Ceci signifie que |xz — z, |, —+ 0. 
D'une façon anologue, il résulte do |zxz— zx, |, — 0 que 
| T —Zn h— 0. 

Inversement, supposons que Îles normes |z{, et |z |. soicnt 
équivalentes, mais qu'il n'existe pas de constante ec, cherchée. 
Alors. pour tout nr = 1. 2. ..., nous trouvons deux boules S; (p,), 
S: (p./n) dont la première ne contient pas la deuxième. c'est-à-dire 
qu'il existe un point z, tel que |x, kb > pnr Zn lo << pn/n. Soit 
Un = Zn/Pn: NOUS avons [ÿn li > 1, |Yÿn l2 << 1/r, de sorte que la 
suile y, tend vers O pour la deuxième nonne et ue le fait pas pour 
la première. Ceci contredit la supposition d'équivalence des normes, 
d'où l'existence de la constante c;. De même. il existe la constante 
c,. ce qu'il fallait démontrer. 

c. Conséquence. Deur normes | x {, et | x |, sunt équiva- 
lentes si, et seulement si, il existe deux constantes positives c1 et c, 
telles que l'inégalité double 


bA 
alzlh<|zl< El 


soit satisfaite pour tout x € X. 
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En effet, si l'inégalité en question est satisfaite, il résulle de 
|z— mm h—0 que |z— zx, |, Iz— 2 l| — Ô et inverse- 


ment, de sorte que les normes | x |, et | x |, sont équivalentes. Sup- 
posons maintenant que les normes } z |, et | zx |, soient équivalentes. 
Alors, d'après le lemme b, il existe une constante c, telle que tonte 


boule S, (p) contient la boule S;, (c,p). Soit | x |, = &, c'est-à-dire 
que æ € S; (a). La boule S;, (a/c,) contient la boule S, (a). donc 
[x | & a/c, = |z lh/c,. La deuxième inégalité s'établit de façon 
analogue. 


d. A présent, nous sommes en mesure de décrire géométrique- 
ment n'importe quelle norme | x |, équivalente à une norme donnée 
IE AT 

Théorème. Supposons que, dans un espace normé R avec 
{zx l\ pour norme, on ait un ensemble équilibré convexe fermé S qui 
contient une boule S, (p) et est lui-même contenu dans une boule S, (r). 
Alors il existe une norme | x |, équivalente à la norme | x |; et telle 
que Sa (1) = S. 

Démonstration. Choisissons un vecteur quelconque x :£ 0 
et considérons la demi-droite zx/t, O < 1 << oo. Par hypothèse, les 
points de la demi-droite avec les £ suffisainment grands appartien- 
nent à l'ensemble S, ct les points avec les ? suffisamment petits n'y 
appartiennent pas. Posons |x|, = inf {c: + € s} et [O0 |, = 0. 
Prouvons que la norme aiusi construite satisfait aux axiomes 12.3{a-c 
et à la condition imposée {z: |z1 < 1} =S, 

Pour z%0 on a 0 <|z|l,< ©, et le premier axiome est 
vérifié. Ensuite, pour a = 0, on «a 


La |, = inf {:: es} = inf {a +: = es} — 
= a inf LE Tes} =a)z|. 
L'ensemble S$ étant équilibré, il est immédiat que | —zx |, = 
= |z{,;, d'où |ar |, = |æ@œ ||zx|l, pour tout a réel. 
Prouvons maintenant que S—{z: |zL<1}. Si zES, on a évi- 
demment |zl=—inf {: +EsS <1. Notons ensuite que la con- 


vexité de S implique celle de l’ensemble S; des points de la demi- 
drolte r/{ qui appartiennent à S; de la sorte, l'ensgemblo S, 


contient fous les points zx/1 avec ! >> inf {r: 2es} * puisque S 
est fermé, le point zx/1 avec 1 — inf {r: 2es} appartient Jui 


aussi à S. Par conséquent, si [z|,:=inf { +: Les} < 1, alors z — 
= zZ/1 appartient à S, ce qu'il nous fallait. 
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Vérifions l'inégalité de triangle pour la norme | z |,. Elle résulte 
de 12.344, car la boule {z: |zx |, < 1} est identique, on l’a vu, à 
l’ensemble S, ce dernier étant convexe. Il reste à démontrer que la 
norme |z |, est équivalente à { z |. Ceci découle du lemme b. En 
effet, l'inclusion S, (p) € S — S, (4) € S: (r) a pour conséquence 
l'inclusion S, (pp) © S, (p) € Si (rp) pour tout p>0. l'hypo- 
thèse du lemme b étant donc satisfaite avec c, = Î/r et c, = p; 
en appliquant Île lemme on voit que les normes |z |, et | z |, sont 
équivalentes. 

e. Normes dans les espaces de dimension 
finie. Montrons que dans un espace vectoriel R, de dimenslon finie 
toutes les normes sont équivalentes. 

La relation d'équivalence des normes est, évidemment, transi- 
tive. 11 suffit donc de montrer que toute norme |x|, est équiva- 


n 
lente à la norme euclidienne | x |; — DE, où EE, ..., En sont 
1 
les coordonnées du vecteur x dans une base e,, ..., en. 


n 
Posonus c, — DETTE pour tout zER,, on a l'inégalité 
î 


n nn ñn 
Irh= Ze < Zlillel<izk Dleh<alzle. (1) 


Montrons qu'il existe également une constante c, telle que, pour 
tout zER,, on a l'inégalité 


[zh >celzle (2) 
Supposons le contraire: il existe une suite de vecteurs 
1 
Im (Mm=1,2,...) toile que | Tr li | Em le: Posons y» = ET = 


= (0, nv). Nous avons [ynfi= 2 (nt) 1; d'où |nh"'1< 
1 


< 1 quels que soient 4 et m. La bouio euciidienne étant un 
ensemble compact (3.96Ge), la suite yn (m = 1. 2, ...) contient une 
sous-suite Convergente; en rejetant Îles vecteurs superflus et en 
modifiant la numérotation on peut dire que ln suite yn= 


= (n", ..., 14") elle-même converge vers un vecteur y— ("1 ..., Mn). 
Alors on a, d'après 3.32, 
"1 = \ini 1 A 149 Nn nel lim nn. (3) 
mi 00 M — 00 


n 
En passant à la limite pour m-—-00 dans l'égalité © (nf)? = 1, 
1 


n 
on oblient [yl?='nê =1, de sorle que y-Æ0. En se basant 
vh-4n 
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sur (1} on peut noter ly—Ym|:<C11Y—Yml2—0, c'est-à-dire que 
Um —+ y pour la norme |z|;. Or |ÿm h= tn 0, de sorte que 
Ym— 0. Les relations obtenues contredisent l'unicité de la limite 
(3.33a). L'inégalité (2) est donc établie. 


En appliquant maintenant la conséquence c notre affirmation se 
trouve démontrée. 


EE 


Fig. 12.4. Fig. 12.5. Fig. 12.6. 


En particulier, l’espace R, étant complet par rapport à la norme 
euclidienne | z|, (3.726), il l’est par rapport à toute autre norme 
z li. 
| ; En tant que conséquence nous obtenons: 
Dans un espace R, de dimension finie, la convergence par rapport 
à n'importe quelle norme est équivalente à la convergence par rapport 
aux coordonnées. 


OH 


Fig. 12.7. Fig. 12.8. Fig. 12.9. 


Les sphères unités pour les normes [ x [, | Zz |, | z |» considérées 
en tant qu'exemples dans 12.33, pour nr = 2, sont montrées fig. 12.4- 
12.8. La figure 12.9 correspond à une norme d’un autre type. Pour 
le cas p << 4 voir l'exercice 20. 


12.36. Dans un espace euclidien n-dimensionnel, la boule | z | 
< 1 est compacte (3.96e). Dans tout espace normé n7-dimensionnel, 
la boule ||z || 1 est aussi compacte, puisque toute norme est 
équivalente à la norme euclidienne d’après 12.35e. Est-ce qu'il 
existe des espaces normés de dimension infinie dans lesquels la 
boule unité ||xz [| 1 soit compacte? Il s'avère que non, et la 
4— 2286 
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compacité de la boule est une propriété caractérislique des espaces 
de dimension finie. 

a. Lemme. Soit E un sous-espace fermé d'un espace vectoriel 
normé R et tel que E Æ R. Jl existe un vecteur y € R tel que | y | =1 
et |y —zxz|> 1/2 pour tous ls rCE. 

Démonstration. Choisissons un ywE£ER—E; soit d = 
= inf [ÿo—z| pour EE. Si l'on avait inf | Yo — z | = 0, il 
existerait une suite x, € E tendant vers yo: E étant fermé, on aurait 
alors yo = limz, € E en contradiction avec l'hypothèse. Donc 
d'> 0. Trouvons un vecteur x, € E tel que | yo — zo | << 2d. Posons 
y — ee . Nous avons | y | —1: de plus, xs + x | yo—l€E 


pour tout z£E et 


ly-zl=| =. ÿo — — z|=| EE 
Tai lo — 


ce qu'il fallait démontrer. 


b. Théorème (F. R iesz). La boule unité d'un espace 
normé R de dimension infinie n'est pas un ensemble précompact. 

Démonstration. Nous allons construire, dans la boule 
unité de l'espace R, une suite z1, æ, . . ,, 2h, . .. des vecteurs 
éloignés l'un de l’autre d'une distance >>1/2. Comme une telle suite 
n'admet, évidemment, aucune sous-suite de Cauchy, la boule S — 
= {z: |z 1< 1} n’est pas un ensemble précompact. Pour zx, nous 


choisissons n'importe quel vecteur z, € S, | x | = 1. Ses multiples 
Ar, forment un sous-espace fermé E; © R. D'après le lemme a, 
il existe un vecteur z, ES, | z: | = 1, tel que | x, — x | => 1/2 pour 


tout zE E:; en particulier |z, — x, | => 1/2. Les combinaisons 
linéaires À1z, + À47, forment un sous-espace fermé E, € R. D'après 
le lemme a, il existe un vecteur z, € S, | x, | == 1, tel que | zx, — zx | > 
> 1/2 pour tout zEEÆ;; en particulier, {|z, — x; | => 1/2, 
[Zy — ze | >> 1/2. En continuant nous aboutissons à une suite 
E; © E: ©... de sous-espaces de dimension finie dont chacun 
est une partie propre de À (vu que ce dernier est de dimension infi- 
nie) et à une suite z,, z,, . . . des vecteurs avec les distances rela- 
tives | zh — Zn | >> 1/2. On a déjà vu que cela résout le problème. 


12.37, Séries de vecteurs d'un espace normé. 
Dans un espace métrique, on peut considérer les suites convergentes, 
mais la notion de série convergente n'a pas de sens. Dans un espace 
vectoriel normé, la notion de série convergente de vecteurs a un sens. 

a. Soit une série d'éléments d'un espace normé R: 


ka k.. ++... (1) 


La série @ est dite convergente dans R si ja suite s, = 74, s,= 
= 2 + 2, ... de ses sommes partielles converge dans R ; dans 
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ce cas, la limite s —lim #8, des sommes partielles est, par définition, 


L'an. 
la somme de la série (1). Si la suite des sommes partielles s, n'est 
pas convergente, la série (1) est dite divergente dans R et on ne lui 
attribue aucune somme. 
Pour la convergence de la série (1) il faut et, si l'espace R est com- 
plet, il suffit que Le critère de Cauchy soit satisfait: pour tout e => 0 
il existe un numéro N tel que l'inégalité 


[Sn —Sml = lTmri+..:+ml<e (2) 
ait lieu quels que soient m>N,nrn>m. 


b. Si la série numérique des normes des vecteurs x, converge, alors, 
dans le cas d'un espace R complet, la série (1) converge elle aussi, puisque 


lEmti tes Æt IS lames +. + la |, 


et on peut appliquer le critère de Cauchy. 


c. Critère de Weierstrass. La série (1) converge st les 
majorations |zn|<@n des normes ont lieu pour tous les n (à partir 
oo 


d'un numéro quelconque) et que la série numérique Ÿ\ah converge. 
f 


En effet, dans l'hypothèse formulée la série © |z,| converge 
f 


œ 
avec la sério San d'après le critère de comparaison. 


î 

d. Critère de Cauchy. La série (1) converge si limy [Zn] << 
1 et diverge si lim x | > 1. 

La démonstration se fait de même que dans 6.14b pour une série 
numérique. 

e. Critère d'Abel-Dirichlet. La série 


Gti + Gta to. + antn +... (3) 


OÙ Ty, Ze, . . . Sont des vecteurs de l'espace KR et a, a, . . . des nom- 
bres réels, converge dans R si les nombres a, tendent vers zéro en décrois- 
sant d'une façon monotone et 3, — z1+...<+ zx, sont majorés en 
norme par une conslante fixe. 

La démonstration suit la même voie que celle de 6.47 en rempla- 
gant Îles modules par les normes. 

f. Exemple. Considérons les séries 


2 An COS nf, (4) 


> bn sin nt (5) 
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dans l’espaco R!° (a, b). Rappelons que R°' (a, b) est un espace com- 
plet (12.23f} et que la convergence pour la norme de l’espace A° (a, b) 
est la convergence uniforme sur 1 intervalle {a, b]. Les normes des 
fonctions cos nt et sin nt dans l'espace R° (a, b) sont au plus égales 
à l'unité. Donc, si » {a, |<< oo ou >) 1b, | << ©, alors la série 
(4) ou (5) respectivement converge dans l'espace R° (a, b) (d’après 
le critère de Weierstrass), ie, converge uniformément sur {a, b] 
quels que soient a et b. 

En cas de divergence de la série formée par les a, ou par les b, 
et à condition que a, \, O0 (ou b, X 0), on peut se servir du critère 
d'Abel-Dirichlet. Pour la somme des sinus ou des cosinus, nous 
avions (6.47 (9)) les majorations 


ñn ——nite 
cos mi 2 

| D le Vs (6) 

m—=0 


Si & varie dans l'intervalle Le, 2x — el, où e => 0, alors le second 
membre de l’inégalicé (6) est borné, et dans le premier on peut passer 


au Maximum : 

n n ns 

cos mt cos mt : 2 
max | > sin “|| 2 sin m{ < Ve 

0 
Ceci garantit l'applicabilité du critère d'Abel-Dirichlet dans l'espace 
R' (e, 2x — e). Ainsi, les séries (4) et (5), dans l'hypothèse a, NX 0, 
bh N 0, convergent uniformément sur tout intervalle [e, 2x — el. 
Ces séries peuvent ne pas converger uniformément sur l'intervalle 
(0, 2x] (bien que la série des sinus converge en tout son point l). 
Plus bas (14.47) nous verrons que 


co O pour {—0 et 1 —2n, 

D lsinnt- a —t (7) 
a : pour 0<<I< en, 

3 +cosnt= —in2|sinr| (0<1I<2n). (8) 


I 

Si la série (7) convergeait uniformément sur (0, 2x], i.e, par 
rapport à la norme de l'espace R° (0, 2x), sa somme s (t) apparticn- 
drait à cet espace, donc serait une fonction continue sur [0, 2x]. 
Or, on voit de (7) que la fonction s (4) est discontinue aux points 0 
et 2x, donc la convergence uniforme sur l'intervalle [0, 2x] de la 
série (7) n’a pas lieu. 

La somme de la série (8) n'est pas bornée dans (0, 2x], donc 
celle-ci nest pas non plus uniformément convergente sur [0, 2x]. 

Aucune des séries (7) et (8) n’est uniformément convergente dans 
l'intervalle ouvert (0, 2x). 
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12.38. Complété d'un espace normé. Comme cha- 
que espace métrique, un espace normé R peut être complet ou non. 
Dans le dernier cas, l’espace R peut être complété en l'incluant dans 
un espace métrique complet plus vaste R ($ 3.8). De plus, le com- 
plété d’un espace normé esi un espace non seulement métrique, mais 
aussi normé: nous introduirons dans le complété Îles opéralions 
linéaires et vérifierons les axiomes de l espace normé. 

Tout élément X du complété d'un espace métrique À était défini 
comme symhole correspondant à une classe de suites de Cauchy cofi- 
nales de l'espace R. Soit maintenant R un espace normé. Alors, 
en aditionnant terme à terme deux suites de Cauchy z:, z,. - .. 
son ns eve OÙ Yi Yar + Ynr r ++, NOUS obtenons une suite 


La À Vis La À Yes - es En HO Yni 
qui est encore de Cauchy car 
[Gr + Yn) — (Gm + Um) LS Ua — 2m 1 4 1 Yan — Ym I 


Si l'on remplace ici la suite {x,} par une suite cofinale {r,} et la 
suite {y,} par une suite cofinale {y,}, on aboutit à la suite des som- 
mes {Zn + Yn} qui est cofinale avec la suite {z, + y,} car 


FL n + Ya) — Gn + ÿn) MS tn — 2 + ya — in IL 


Ce fait permet de définir l'addition des éléments de l'espace À. 
Choisissons, dans une classe X, une suite de Cauchy (7) et, dans 
une classe Y', une suite de Cauchy {y,}:; appelons somme de X et Y 
la classe qui contient la suite de Cauchy {z, + y,}. 

Les raisonnements qui précèdent confirment que la définition 
est correcte et que, en particulier, le résultat de l'addition ne dépend 
pas du choix des suites {z,} et {y,} dans les classes respectives. 

D'une manière analogue, le produit d'une classe X par un nombre 
À est défini comme suit: choisissons une suite de Cauchy {z,} dans 
la classe X et appelons ÀX la classe qui contient la suite de Cauchy 
{Az,}. Nous laissons au lecteur le soin de prouver que cette défi- 
nition est correcte. 

On vérifiera aisément les axiomes 12.11 de l’espace vectoriel ; 
en vertu de la définition même, les opérations linéaires sur les classes 
se ramènent aux opérations correspondantes sur les éléments de 
l'espace initial, En particulier, la classe O est composée de toutes 
les suites convergentes vers 0 de l'espace KR. 

11 ne nous reste qu'à introduire une norme dans l’espace KR et 
à vérifier les axiomes 12.31a-c. La norme d'une classe X est définie 


par la formule 
IX Il =p(X, 0), 


où psignifie la distance dans l’espace métrique complété KR (3.82 (1)). 
En d’autres termes, || X, | = lim p (z,, 0), où x, est une suite de 
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Cauchy de la classe X. Si |] X || = 0, alors lim [{z, || = 0, de 
sorte que la suite {z,} est cofinale avec la suite {0, 0, . . .} défi- 
nissant la classe O:, donc X — O et l’axiome 12.31a est vérifie. 
En fixant dans deux classes X, Y deux suites de Cauchy {z,}, {y} 
respectivement, nous choisissons dans la classe X + Y la suite de 


Cauchy {z, + yn}. Etant donné |}z, + y, [| < 112, 11 + [lg ll 
il on découle 


UX+Y I = dim liz, + ga 1 lim 1x, [+ lim [{g || = 
= HXH+NY I 
de sorte que l’axiome 12.31c est vérifié, D'une manière analogue, on a 
AXE = lim [A = A Mimi l=lAlNX I 


de sorte que l'axiome 12.310 est également vérifié. Ainsi notre 
affirmation est démontrée, 


12.39. Espaces vectoriels comploxes nor- 
m és. 

a. Dans 12.31-12.38 on considérait les espaces réels normés. 
Il n'est pourtant pas difficile d'introduire la notion d’un espace 
normé sur le corps des nombres complexes *). Notamment, un espace 
vectoriel complexe C est appelé espace compleze normé si à tout 
vecteur z € C on fait correspondre un nombre non négatif |z|, la 
norme du vecteur zx, qui vérifie les conditions suivantes : 

1) 1r71=>0siz-0, 101[—0; 

2) |a|=|«l|]|zxl| pour tout z EC et pour tout & complexe; 

3) Iz+yI<1zl+ 14 | quels que soient x et y de C (axiome 
de triangle). 

Puisque, dans un espace complexe, la multiplication par tous 
les nombres complexes est admissible, tout espace complexe normé 
est en même ternps un espace réel normé. Par conséquent, les pro- 
priétés des espaces réels 1ormés peuvent être étendues directement 
ou sous une forme un peu modifiée aux cspaces complexes normés, 
En particulier. un espace normé complexe, de même que réel, est 
un espace métrique avec la distance définie par la formule p (x, y) = 
= |[z— yl. 

b. L'espace de toutes les fonctions x (4) à valeurs complexes. 
bornées et continues sur un espace métrique M, avec pour norme 


1EAL ou EAU 


“) Il est impossible d'étendre la définition au cus d'espace vectoriel sur 
un corps quelconque K car, pour les éléments & du corps quelconque #, la 
valeur absolne | x | n'est pas définie, 
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est un espace complexe normé que l'on désigne par €* (M). Cet 
espace est complet (12.23f). 

c. L'espace des fonctions x ({) complexes continues sur un in- 
tervalle [a, b], muni de la norme 


? b 
lztb=) fire, 


est un espace complexe normé: il est désigné par CL? (a, b) (ou 
tout simplement par L; (a, b), comme l'espace analogue des fonc- 
tions réelles, si aucuno confusion n'est possible). 

d. L'espace de toutes les fonctions zx (t) continues et bornées 
sur un espace métrique M, à valeurs dans un espace complexe normé 
C, muni de la norme 


Uzll=suplz@ 


(où |zx (£) | est la norme de l'espace C), est un espace complexe 
normé; il est désigné par C° (M). Il est complet si C est complet 
(12.23f). 

e. Une petite modification suffit pour que les exemples d'espaces 
réels normés de dimension finie signalés dans 12.33c deviennent les 
exemples analogues d'espaces complexes normés de dimension 
finie: il n’y a qu’à remplacer le vecteur réel z = (E:, . .., E,) par 
le vecteur complexe (ie. considérer les coordonnées E:, . 
comme nombres complexes) et à écrire, dans les formules 12. 33 (6) 
et (4), | E, let JE, [P au lieu de £$ et E?. On obtient de même les 
analogues complexes des espaces !, de dimension infinie (12 -334). 

f. Un ensemble Æ dans un espace complexe normé C est dit 
absolument convexe si, avec Ses deux points quelconques zx, y, il 
contient tout point de la forme ax + fy, où les nombres complexes 
a et BP sont tels que lal+ |IB|<1. Toute boule 
{zEC:|z—r | Lp} dans un espace complexe normé est un 
ensemble absolument convexe. 

. Les conditions d'équivalence des normes dans un espace réel 
normé (12.35a-f) restent valables pour les normes dans un espace 
complexe. En particulier, dans un espace complexe de dimension 
finie n'importe quelles deux normes sont équivalentes, et la convergence 
par rapport à chaque norme est la convergence par rapport aux coordon- 
nées, Tous les espaces complexes normés de dimension finie sont 
complets, comme c'est le cas pour les espaces réels. 

b. Une fois démontré pour Îles espaces réels le théorème de Riesz 
sur la non-compacité des boules dans un espace normé de dimension 
infinie (12.36b) est par là même établi pour les espaces complexes. 

i. Toute la théorie de la convergence des séries de vecteurs d'un 
espace normé exposée dans 12.37 pour un espace réel s'étend, sans 
aucune modification, au cas d’un espace complexe. 
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Signalons ici un exemple spécifique. Soit une série de puissances 


> ah (z2— 2)", 


où z et z, sont des nombres complexes et les coefficients a, des élé- 
ments d'un espace complexe normé et complet C. 11 s’avère que 
cotte série converge à l'intérieur du cercle de rayon 
1 
= 


ER 
Lin y'|[lanl 
No 


centré au point 20 et diverge à l'extérieur de ce cercle. On le démontre 
de même que la formule de Cauchy-Hadamard dans 6.62 en appli- 
quant le critère de Cauchy 12.374. 

j. Le complété C d'un espace complexe normé C est construit de 
Inèôme que dans le cas réel (12.38) et représente un espace complexe 
normé et complet. 
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12.41. Dans un espace normé on peut mesurer les distances, mais 
non pas les angles, ce qui restreint les possibilités de l'interprétation 
géométrique. Dans un espace hilbertien on a, par définition, un 
produit scalaire de vecteurs par lequel on peutexprimerleslongueurs 
des vecteurs ainsi que les angles qu'ils forment. Voici la défini- 
tion rigoureuse : un espace vectoriel réel H s'appelle espace hilbertien 
si, pour deux vocteurs quelconques z et y de H, est défini un nombre 
réel (r, y) appelé produit scalaire des vecteurs z et y et satisfaisant 
aux Conditions suivantes: 

a. (x, r) > 0 si x0, (0, O0) = 0. 

b. (y, x) — (x, y) quels que soient z et y de H. 

c. (ax, y) = a(x, y) quels que soient x et y de H et un nombre 
réel a. 

d. (z + y, z) — (x, z) + (y, z) quels que soient x, y, z de H. 

Les axiomes b-d ont pour conséquence la formule générale 
(par récurrence) 


(SE axs D Pays)= Di D an (y, ya). (1) 
J=i Ras 1 Jmihei 


L'axiomatique exposée se rapporte aux espaces hilbertiens réels; 
celle des espaces hilbertiens complexes sera donnée plus bas (12.44). 


12.42. Excmples. 
a. L'espace euclidien #-dimensionnel À, que nous avons intro- 
duit dans 2.68, avec le produit scalaire défini par la formule 


(z, y) — 2 En, (1) 
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où Z — {Er . .., Ends Y = (ns : +, Mn}, satisfait à toutes les 
conditions formulées ci-dessus. 

b. L'espace #7-dimensionnel À, peut être muni d'un produit 
scalaire autre que (1). Il est aisé de caractériser tous les produits 
scalaires possibles dans R,. Si (x, y) est un produit scalaire dans A, 
et si z— ÿ Exes, y = Diner sont les développements de deux 
vecteurs z et y dans une base e,, ..., e, (2.75), alors, d'après la 
formule 12.41 (1), on a 


(z, y) = (2 Een, > yes) = D Enr (en, 6). 


Ainsi, il suffit de connaître les valeurs du produit scalaire pour 
les vecteurs de la base (e,, e,): le produit scalaire de deux vecteurs 
quelconques z, y sera déterminé d’une façon univoque d'après les 
nombres w,y, — (ey, e). Les nombres w}, doivent vérifier la condi- 
tion de symétrie œyx = (€, ex) = (ex, €) = œxy et l'inégalité 


(cz) = D EEon > 0 
pour tout z # 0; cela signifie que la matrice || w,, || doit être symé- 
trique et définie positive. On démontre dans l’algèbre *) que les 
inégalités suivantes représentent une condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu’une matrice symétrique || w,x || soit définie positive: 
Gi ce in 


pue ET > 0. 
On ss. nn 


Dis ir 


au 0 Œos UWor 


Inversement, toute matrice symétrique définie positive || wyg || 
définit, d’après la formule 


(z y)= D Enoyn, 
un produit scalaire dans l'espace R,, les axiomes 12,41a-d étant 
satisfaits. Aprés ce qu'on a dit, le lecteur réalisera facilement la 
démonstration. 

e. Dans l'espace À° (a, b) de fonctions réelles continues, intro- 
duisons un produit scalaire, par exemple, d'après la formule suivante 
qui représente un änalogue continu de la formule (1) 

b 
(20), y) = | z(t)y (D de. (2) 

Pour cette définition, la vérification des axiomes d'un espace 
hilbertien est immédiate, compte tenu des propriétés ordinaires de 
l'intégrale. (11 y a d’autres manières de munir l’espace RÀ° (a, b) 
d’un produit scalaire.) 


+) Cf, [44: 7.986]. 
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d. Considérons l'espace vectoriel !2 (12.334) formé de toutes les 


suites numériques z = {E,, Ëz, . . .} telles que D & € co O, Défi- 


nissons le produit scalaire (x, y) de deux vecièurs z= {(E,}El: 
et y = In} € l; par la formule 


(z, y) = 2 Entin- (3) 


La convergence, même absolue, de la série du second membre 
découle de l'inégalité | ab | <+ (a? +- b?) qui est valable pour 


tout couple de nombres réels a et b. Les axiomes 12.41a-d sont ici 
immédiats. 

Ainsi, l'espace !, devient espace hilhertien. La norme engendrée 
par le produit scalaire (3) coïncide avec la norme de {> introduite 
dans 12,334. 


12.43. Géométrie de l'espace hilbertien. 


a. Dès 2,68, nous avons déduit l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski 


L(z, y)l< + V2) (y, n) (1) 


pour deux vecteurs quelconques z et y d’un espace hilbertien H 
(puisque, en fait, nous n'avons utilisé que les axiomes d'un espace 
hilbertien),. 

Munissons l'espace hilbertien H de la norme 


Izil= +V (x, 2). (2) 


Les axiomes 12,31 d'un espace normé se vérifient facilement : l'axio- 
me {2.,31a résulte de l'axiome 12,414, 12.31b de 12.41c. En ce qui 
concerne l'axiome de triangle 12.31c, sa déduction des axiomes d'un 
espace hilbertien est, en fait, réalisée dans 2.68 en utilisant l'iné- 
galité (1). 

Ainsi, toutes les notions et propriétés liées à l’existence d'une 
norme sont valables pour un espaco hilbertien, Cependant, celui-ci 
étant un cas très spécial de l'espace normé, nous avons le droit 
de s'attendre à ce que la norme dans l’espace hilbertion possède 
quelques propriétés spécifiques. L’une des propriétés de ce genre 
est donnée par le lemme suivant : 

Lomme sur lo parallélogramme: Quels que 
soient deux vecteurs x et y d'un espace hilbertien IH, on a l'égalité 


Uz+yll+lUz-yiIF=2UzF+2lylÀ (3) 


(s la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme est 
égale à [a somme des carrés de ses côtés »). 
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La démonstration se réduit à une simple transformation: 
Nz+uyll+llz-vll=Gm+y z+y+G— y, z —y)= 
=2(z,, 2) +24. y =2/12zl +2 Huy. 


On peut démontrer que si la norme dans un espace normé satis- 
fait à la condition (3), elle est engendrée par un praduit scalaire 
(exercice 4). 

Quelle forme a la sphère {{|zx | = 1} dans À, dans le cas où 
la norme ||jz || est obtenue à partir d'un produit scalaire (x, y) 
d'aprèa la formule [|z [| = V{z, z) (cf. 2.68a)? 

Pour ce Cas, nous avons 


(z, z) — ®2 Eyes, 2 Enen) = 2 2 EjEn (e;, En) — {, 


i.e, la sphère || z || = 1 est une surfuce à centre du deuxième degré; 
comme elle est bornée, elle représente un eilipsoïde. 

b. Soient z, —+ x et y, —+ y deux suites Convergentes de vecteurs 
d'un espace hilbertien II. Montrons que 


(Zn: Ya) — (&, y). 
En effet, nous avons 


(z, y) — (Æns Yn) = (2 y — ya) + (2 — Tu, W), 
et, d'après l'inégalité (1) 
LC, 4) — (Zns Un) PK NZ y — yn + 
+ z—z I ll 


le deuxièmo membre tend vers O0 pour 7 ->-0o, car || y—y, [| 0, 
|| z — z, || — 0, et la suite con vergente y, est borne (3.33b). 

e. Dans un espace hilbertion, on peut mesurer non seulement 
les longueurs des vecteurs (normes), mais aussi les angles qu'ils 
forment, L'angle de deux vecteurs non nuls x et y est défini par la 
formule 

(x), 
Hzflvll 
FL (4) assure l'existence de cet angle (dans l'intervalle 
0, rl). 

d. Deux vecteurs z et y d’un espace hilberticn H sont dits ortho- 
gonauxz si (x, y) — 0. Lorsque zÆ0 et y-<0, cette définition 


signifie que l'angle des vecteurs z et y vaut 7. Le vecteur nul est 


2 
orthogonal à tout vecteur. 
Dans l'espace euclidien R, avec le produit scalaire 12.42 (1), 
la condition d'orthogonalité de deux vecteurs 


Z'= (61 .-., En), Y = (M1 er Mn) 


AN 
cos (x, y) — 
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prend la forme 


D Enth = 0. 
Cor 


Dans l'espace fonctionnel ÆR° (a, b) avec le produit scalaire 
12.42 (2), la condition d'orthogonalité de deux vecteurs z = x (t) 
et y = y(t) a la forme 


b 
| z (y te) at =0. 


e. Si un vecteur x est orthogonal aux vecteurs y,, . .., Ym, 1l 
est orthogonal à toute leur combinaison linéaire ay; + . .. + GmYm: 
Eu effet, 


(2, Œÿs +... + GmYm) = EE, Yi) +. .: 
+ Em (2 Ym) = 0. 


Il en résulte que l'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux 
à un vecteur z (ou bien à tout vecteur d’un ensemble fixe X € H) 
forme un sous-espace dans H; il s'appelle supplémentaire orthogonal 
du vecteur x (respectivement de l'ensemble X). 


f. Théorème de Pythagore et sa généra- 
lisation. Supposons que deux vecteurs x et y soient orthogo- 
naux; alors, par analogie avec la géométrie élémentaire, on peut 
appeler le vecteur z + y hypoténuse du triangle rectangle construit 
sur les vecteurs z et y. En formant le produit scalaire du vecteur 
z + y par lui-même et en se servant de l'orthogonalité de zx et y, 
on obtient 


Hzr+ylP=(z<+y, z + y) = (x, 2) + 2(z y) +(y, y)= 
= [2 + ty 1. 


Nous avons démontré, pour un espace hilbertien général, le théorème 
de Pythagore: Le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés 
des côtés. Il est facile do généraliser ce théorème au cas d’un nombre 
quelconque de termes. A savoir, soient z4, ..., z, des vecteurs 
deux à deux orthogonaux et y = z + ...+7zx,; alors on a 


HyFaGmi+.. + nm +... +2) = 
= Hull +...+ Ha IP 
g. Orthogonalisation. Pour obtenir un système de 
vecteurs orthogonaux, on utilise souvent l'orthogonalisation d'un 


système non orthogonal donné. Exposons-en la méthode. Soit un 
système de vecteurs Zi, Z2, . .., Zn, . . . d'un espace hilbertien H 
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dans lequel tout sous-système fini z;, ..., x, est linéairement 
indépendant. En se servant des formules 

Yi = T1 

Ya = Guiti + Tor 

Ys = Anti + gta + Zn (4) 


Yn = On + Gn2la + . + HOn, n1En-1 + Zn, 


avec Les coefficients ay, convenablement choisis, on peut obienir un 
système Yis + - >» Uns - de vecteurs non nuls et deux à deux ortho- 
gonauz. Les formules (4) avec les coefficients ay, dûment choisis 
sont appelées formules d'orthogonalisation. 

L'existence d’une solution de ce système vérifiant les conditions 
demandées d'orthogonalité se démontre facilement par récurrence. 
En effet, supposons qu’on ait construit les vecteurs y, . .., Yn 
non nuls et deux à deux orthogonaux qui vérifient les 7 — 1 pre- 
mières équations du système (4) et montrons qu'il est possible de 
trouver un vecteur y, vérifiant la #-ième équation et orthogonal 
aux vecteurs ÿ:, . . ., Yn. Cherchons le vecteur y, comme com- 
binaison linéaire des vecteurs z,, ..., x, de la forme spéciale 
suivante : 


Yn —= bhiÿ +... + b,, nn + Zn: (5) 


OÙ Yi, - - +» Yn-1 S0nt Îles vecteurs déjà trouvés, bus, . . ., Da. n-: 
les coefficients à déterminer. En multipliant scalairement l'équation 
(5) par ya (k << n) et en utilisant l’orthogonalité supposée de y4 
à Was + + + Wars Yatts » + 1 Ynesy NOUS Obtenons 


(Yns Yn) = nn (Yns Yan) + (Ens Ya). 


En égalant le second membre au zéro nous arrivons à une équation 
par rapport au coefficient b,, qui est résoluble car (y1, yn) 5 0 
par supposition do récurrence. Lorsque tous les coefficients b,,, . .. 

…. On,n-: S0nt ainsi trouvés, l'égalité (5) détermine le vecteur 7. 
Par construction, il sera orthogonal à chacun des vecteurs y,, . .. 
..., Yn=13 il nous reste à démontrer que y, 0. Pour le faire, 
portons dans la n-ième équation (4) les expressions des y,, . .., Yn.: 
obtenues des z — 1 premières équations; nous aurons une expression 
linéaire de y, par z, . .., Zn, où le coefficient devant x, vaudra 1. 
Si y, était nul, nous aurions une dépendance linéaire entre les z;, ... 
ss En-ts En. Ce qui n'a pas lieu d’après la supposition de récur- 
rence. Donc y, +£ 0, et la méthode d'orthogonalisation est complète- 
ment établie. 

On pout « perfectionner » le système orthogonal obtenu y,, . .. 

, Yn, - - - en divisant chaque vecteur y, par sa longueur, on 
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aura un système des vecteurs €, — TT non seulement orthogonal, 
n 


mais aussi normé, de sorte que chaque vecteur e, aura 1 pour norme. 
En abrégé, un système orthogonal et normé de vecteurs est dit 
orthonormé. - 

h. Isomorphisme de deux espaces eucli- 
diens n-dimensionnels. Conformément à la définition 
générale d’un isomorphisme de structures mathématiques (2.52), 
deux espaces hilbertiens H” et H” sont dits isomorphes s'ils sont 
isomorphes en tant qu'espaces vectoriels (12.14i) et si, de plus, les 
correspondances 2 +——+2, y <——y" (zx, y EK', x, y EH) 


impliquent &, &, P) 
T,y)= , , 


Démontrons que deux espaces hilbertiens quelconques d'une même 
dimension finie n sont isomorphes. 

Pour le faire, construisons dans un espace n#-dimensionnel donné 
H,, une base orthonormée e:, ..., e, en orthogonalisant par la 
méthode g un système linéairement indépendant quelconque de 7 

LL 


vecteurs. Calculons le produit scalaire de deux vecteurs z— Ÿ E,e, 
1 


n 
et y—= > nNmêm. Les vecteurs e,, . .., e, étant orthonormés, nous 
ï 


avons 
(z, y)= 2 Enen, 2 Nmêm) = > > Enfm (€; Em) = > Enne. (6) 


Ainsi, un espace hilbertion #7-dimensionnel quelconque H, peut 
être représonté comme espace de coordonnées (en faisant correspondre 


à tout vecteur z= ©) Exex l’ensemble (E,, . .., E,) de ses coordou- 
f 


nées) avec le produit scalaire défini par (6). Or, ceci veut dire ‘je 
l'espace H, est isomorphe à l'espace R, (12.42a). Deux espaces Hit: 
tiens n-dimensionnels quelconques H,, et H} sont isomorphes, car 
chacun d'eux est isomorphe à un même espace À,. 

Le résultat démontré est fort important. En effet, même pour 
un espace hilbertien de dimension infinie, lorsqu'on opère dans un 
sous-espace de dimension finie, en particulier dans un espace bidi- 
mensionnel ou tridimensionnel, on peut se baser sur les propositions 
connues de la géométrie euclidienne ordinaire. 


12.44. Comme l'analyste a souvent besoïn de fonctions à valeurs 
complexes, il faut généraliser de façon convenable la notion d'espace 
hilbertien. Dans le cas où un espace vectoriel est complexe, Îles 
valeurs du produit scalaire que nous tenons à introduire peuvent 
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être complexes. Or, il n'est plus possible de conserver les conditions 
12.41a-c parce que l'expression (ix, ir) doit être positive d'après 
a, tandis que, d'après b etc, on a 


(ix, iz) = i(z, ix) = 1 (iz, x) = (x, x) < 0. 


Pour un espace complexe, nous acceptons la définition suivante. 

Un espace vectoriel complexe (i.e. un espace vectoriel avec la 
multiplication par les nombres complexes) s'appelle espace hilber- 
tien si, pour deux vecteurs quelconques z et y de H, est défini un 
nombre complexe (x, y) appelé produit scalaire de z et y et satis- 
faisant aux conditions suivantes: 

a. (x, z)>— 0 si z#0; (0, 0) = 0. 

b. (y, zx) = (x, y) (nombre complexe conjugué) quels que soïent 
z et y de H. 

c. (ax, y) — a (x, y) quels que soient zx et y de H et a complexe. 

d, (t + y, 2) = (x, z) + (y, z) quels que soient x, y, z de H. 

11 résulte de bet c: 


e. (zx, ay) = (ay, r)=a (y, z)=@ (x, y). 
A partir de b-e. on trouve facilement la formule générale 


2 QT}, È Bay) = 2 à aBa(zy y). (1) 


12.45, Exemples. 
a. Le plus simple exemple d'un espace hilbertien complexe est 
fourni par l’espace complexe n-dimensionnel C,. Il est formé des 


ensembles ordonnés de n nombres complexes x = (E,, ..., E), 
a vec les opérations linéaires ordinaires (par coordonnées) et le produit 
scalaire défini comme suit: si z = (64, ..., 6h), y = (ns + .., mn) 


alors (x, y) = Ein: +... + Eu, où mx est le nombre complexe 
conjugué de n». Les axiomes 12.44a-d sont immédiats. 

Pi peut aussi munir l’espace C, d'autres produits scaleires 
(14; $ 9.1). 

b. Un autre exemple d'espace hilbertien complexe est donné 
par l'espace C” [a, b] des fonctions z{t) à valeurs complexes, continues 
ei un intervalle a & t & b, avec le produit scalaire défini par la 
ormule 


b 


(z(£), y (E)) = | z(t)y(t) dt. 


Les propriétés 12.44a-d résultent facilement des propriétés ordinaires 
de l'intégrale. 

c. L'espace réel !, (12.424) a pour analogue complexe l'espace 
de toutes les suites numériques complexes z = {E,}) telles que 
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2 JE, [? << oo. Ici le produit scalaire est donné par la formule 
NP 


2, y) = (Br), (nn})= À Ennn- 
Les axiomes 12.44 se vérifient sans difficultés. 


12.46.a. Soit H un espace hilbertien complexe. Posons, comme 


dans le ces réel, 
UIzl= +V(, 2). (1) 
Démontrons l'inégalité de Cauchy-Bouuiakovski-Schwarz 
RESTE ATRIFAL (2) 
Pour tout a complexe, on a l'inégalité 
(ar — y, ex — y) > 0. 
En effectuant les opérations dans le premier membre, on obtient 


aa(z, 2)—@(x, y) —@ (x, y)+(ys y) >0. 


Posons a = t{e-larm(s 1) (4 réel); alors a (x, y) = 2 | (x, y) |, 
et l'inégalité prend la forme 


(x, 2) — 2 |(z, y) | + (y, y) > 0. 


Comme le trinôme réel à gauche ne peut avoir de racines réelles 
distinctes (sinon il changerait de signe), ses coefficients setisfont 
à l'inégalité } (zx, y) P < (zx, x) (y, y), ce qu'il fallait démontrer. 

b. Tout comme dans le cas réel, l’inégalité (2) implique l'iné- 
galité de triangle 


Hz +yH<Uzfl+Hyl 


pour la norme (1). 

c. Toujours comme dans le cas réel, deux vecteurs x, y d’un 
espace hilbertien complexe H sont dits orthogonauxz si (x, y) = U. 
Un système z,, Zz, . .., 21, . . . de vecteurs dont toute partie finie 
est linéairement indépendante peut être orthogonalisé comme dans 
12.43g, c'est-à-dire qu'on peut construire d’après les formules 
12.43g (4) un système de vecteurs non nuls deux à deux orthogonaux. 
En particulier, fout espace hilbertien complexe n-dimensionnel H, 
possède une base orthonormée e;, . .., ex. Le produit scalaire des 


n n 
vecteurs z = » Ere, et y = > Nmêm 3 0btient selon la formule 
1 î 


(z, y) = Œ Een, 2 Nmêm) = DEC (en, Em) = > Ets. (3) 
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Ln particulier, il résulte de la formule (3) que, de même que dans 
le cas réel, l’espace 7-dimensionnel H, est isomorphe à l'espace 
Cn (12.45a) et que, par conséquent, n'importo quels deux cspaces 
hilbertiens complexes r7-dimensiounels sont isomorphes. 


12.47. Complété d'un espace hilbertien. Com- 
mc tout espace normé, un espace hilbertien H (réel ou complexe) peut 
être complet ou non. Ainsi, les espaces hilbertiens de dimension 
finie, réels ou complexes (12.42a, b, 12.45a), sont complets (12.35e, 
12.39g). Les espaces de fonctions avec le produit scalaire intégral 
(12.42c, 12.45b) ne le sont pas (cf. 12.26b). Les espaces L:, réel (12.424) 
et complexe (12.45c), sont complets (exercice 18). Si uu espace hil- 
bertien H n'est pas complet, on peut le compléter en l'inclnant 
dans un espace normé plus vaste comme nous l'avons fait dans 12.38. 
Montrons que le complété d'un espace hilbertien est non seulement 
uni espace uormé, mais aussi un espace hilbertien. Pour le faire, nous 
avons à définir dons le complété une opération de multiplication 
scalaire de façon que les axiomes 12.41a-d (dans le cas réel) ou 
12.44a-d (dans le cas complexe) soient satisfaits. 

Chaque élément XÀ du complété d'un espace normé R était défini 
comme symbole correspondant à une classe de suites de Cauchy 
cofinales de l'espace R. Soient X et Y deux éléments quelconques du 
complété H d'un espace hilbertien H, {z,} et {y,}) deux suites de 
Cauchy appartenant aux classes respectives. Montrons que les nom- 
bres (z,, y.) ont une limite pour #7 —+ oo. Nous avons 


| CŒnr Un) — (ms Ym) 1 En — ms Un) (Em, Un — Um) |K 
< [| Za — Im Il Il Un [l +11 Zm [| Ïl Yn — Um H. 

Les suites de Cauchy {z,} et {y} étant bornées (3.71c), la quantité 
obtenue tend vers zéro pour m -> ©, # — ow, de sorte que la suite 
numérique (z,, ÿn) vérifie le critère de Cauchy. 11 en résulte qu'elle 
possède une limite. Celle-ci ne dépend pas du choix de la suite 
{z,} dans la classe X et de la suite {y,} dans la class Ÿ ; si {z,) 
et {ya} sont deux autres suites de ces classes, alors 


| (Zn, Yn) —(Æns Yn)| = (Ta — Zn, Yn) — (En, Yn—Yn)| < 
LI Zn —Zall HYn + 1 Zn [M Yn—ÿynll +0, 


pour = —+ co, de sorte que les suites numériques (x;, ya) et (z:, Yn) 
ont une limite commune. Posons à présent 


(X,Y)=lim(z,, yn). 


Nous avons vu que le nombre (X, Ÿ) est complètement déterminé 
par les classes X et Ÿ sans dépendre du choix des suites {z,}) et 


9 —224u 
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{Yn} dans ces classes. En particulier, le nombre VX, X) = 
= lim V(z,, z,) = lim ||z, || coïncide avec la norme de la 
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classe X dans l'espace normé H. L'axiome 12.41a est donc satisfait 
dans l’espace H. Les axiomes 12.41b-d (ou 12.44b-d dans le cas com- 
plexe) sont vérifiés en passant à la limite dans les axiomes respectifa 
pour l'espace H. Par exemple, dans le cas réel, on a 


(7, X)=lim (Un Zn) lim (Zn, Yn) =(X, Y), 


les autres axiomeg étant vérifiés de façon analogue. 


12.48. Espace préhilbertien. 

a. ]l arrive que, pour un espace vectoriel L que nous supposons 
réel pour fixer les idées, on peut introduire une fonction (x, y} 
d’une telle façon que les axiomes 12.41b-d se trouvent vérifiés et 
l'axiome 12.41a non: il existe des éléments z -£ 0 tels que (z, z) = 0. 
Un tel espace L s'appelle espace préhilbertien. I] s'avère possible de 
passer de l'espace L à un espace quotient L/E (12.14i) que l'on 
peut déjà considérer comme espace hilbertien. 

b. Choisissons pour Æ l'ensemble de tous les éléments z tels 
que (2, z) = 0. Si (z, z) = 0 et yE L est quelconque, alors, en 
vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski dont la déduction ne 
se base que sur les axiomes 12.41b-d, on a 


LG nDI<VG VU, y)=0, (1) 
de sorte que (z, y) = O pour tout y € L. 


Montrons que Æ est un sous-espace dans L. Siz1€Æ,Z€ EF, 
alors, d’après (1), 


(z + Z2, 21 + 22) rs) (zr, 21) 2 (21, Z2) D (22, 22) _e 0, 
donc z; + z2 € E. 11 est aussi évident que (z,, z,) = O implique 
(az,, aZ,) = a? (z:, Zi) = O0, 


de sorte que az, € E dès que z, € Æ. Par conséquent, l’ensemble Æ 
est un sous-espace dans L. 


Formons l'espace quotient H — L/E et munissons-le du produit 


scalaire 
(X, Y) = (z, y), (2) 


où EX, yEY sont arbitrairement choisis. Montrous avant tout 
que la définition donnée du produit scalaire ne dépend pas du choix 
des éléments x et y dans leurs classes. Soit z, — x, y: — y, de sorte 
que = rZ+z, y =y+u, zEE,u EE. Alors, d'après (1)},ona 


Gas hi) = @, y) + (2, y) + (à, u) + (2 u) = (z, y), 
ce qu'il nous fallait. 
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Vérifions les axiomes 12.41a-d pour l'espace H. Si (X, X) = 0, 
alors (x, x) = © pour tout x € X, donc X coïncide avec la classe E 
qui sert de zéro à l'espace L/E (12.14i) de sorte que l’axiome 12.41a 
se trouve vérifié. En ce qui concerne les autres axiomes, ils résul- 
tent des axiomes respectifs de l’espace L et de la définition (2). 
Ainsi, l'espace H — L/E est déjà un espace hilbertien. 

c. On peut réaliser une construction parfaitement analogue 
pour un espace préhilbertien complexe L: si Æ est l’ensemble des 
z EL tels que (z, z) = 0, alors L/E — H est un espace bilbertien 
complexe. 

d. En guiso d'exemple considérons l’espace vectoriel réel G (a, b) 
de toutes les fonctions continues par morceaux sur un intervalle 
[a, bl avec pour produit scalaire 


b 


GE vty= | z()y( dr. 


Ici les axiomes 12.41b-d sont vérifiés et l'axiome 12.41a non, parce 


que, pour une fonction z£ (t) € G qui est nulle partout sauf en un 
nombre fini de points, nous avons 


b 
(z (4), z(4)) — | z® (4) dt = 0 (3) 


d’après 9.16c, bien que z (t) ne soit pas le zéro de l’espace G. Par 
conséquent, G est un espace non pas hilbertien mais préhilbertien. 
On peut arriver à un espace bilbertien en passant de l'espace G à 
son espace quotient G/E, où E est l'ensemble de toutes les fonctions 
z (4) E G vérifiant l'égalité (3): ce sont les fonctions qui ne diffèrent 
de zéro qu'en un nombre fini de points (9.164). L'espace quoticnt 
G/E est formé des classes de fonctions zx (1) € G; deux fonctions 
appartiennent à une même classe si elles ne sont distinctes qu'en 
un nombre fini de points. 

e. Le passage de l’espace préhilbertienu complexe G la, | de 
toutes les fonctions complexes continues par morceaux sur l'inter- 
vallo [a, b], avec 


b 
CON IO ES ETCTTOE: 


pour produit scalaire, à l’espace quotient hilbertien complexe G/E 
par le sous-espace Æ des fonctions complexes ne différant de zéro 
qu'en un nombre fini de points s’effectuo d’une façon analogue. 

Nous poursuivrons l'étude des espaces hilbertiens, du point de 
vue de leurs applications à l'analyse, dans le chapitre 14. 


SL 


68 CH. 12. STRUCTURES FONDAMENTALES DE L'ANALYSE 


$ 12.5. Approximations dans l'espace des fonctions 
continues sur un compact 


12.51. L'espace R° (Q) (resp. C* (Q)) de toutes les fonctions réelles 
(resp. complexes) continues sur un compact Q est un espace vectoriel 
(42.13i-k) normé (12.32a, 12.39) et complet (12.23 f). Nous consi- 
dérerons de différentes familles linéaires B (Q) de fonctions réelles 
(resp. complexes) continues sur le compact Q. Quelles sont les condi- 
tions à imposer à la famille B (Q) pour que sa fermeture par rapport 
à la convergence uniforme sur Le compact Q, i.e. par rapport à la norme 
de l'espace R° (Q) (resp. C° (Q)), contienne toutes les fonctions con- 
tinues sur Q? 

a. Nous dirons qu'une famille B (Q) de fonctions sépare deux 
points z et y de l'ensemble Q s'il existe dans B (Q) une fonction 
œ(zx) tolle que p(z) (y) Üonction séparatrice pour les points 
z et y). L’affirmation que B (Q) ne sépare pas les points z et y signifie 
que f(z) = f (y) pour toutes les fonctions f (x) € B (Q). Dans ce 
cas, vu que la dernière égalité est conservée en passant à la fermeture 
de la famille B (Q) par rapport à la convergence uniforme, la fer- 
meture de la famille B (Q) ne peut contenir toutes les fonctions 
continues. Par exemple, elle ne contient pas la fonction p (x, y) 
qui est nulle pour z = y et non nulle pour z = z. Donc, si nous 
voulons que la fermeture d'une famille B (Q) contienne toutes les 
fonctions continues sur le compact Q, nous avons à supposer qu'elle 
sépare n'importe quels deux points du compact Q. 

b. Une famille linéaire B (Q) de fonctions réelles sur l'ensemble 
Q est appelée réseau linéaire si, a vec toute sa fonction f (x), l'ensemble 
B (Q) contient la fonction |f (x) |. 

Quels que soient deux nombres réels a et f, on a 


max {a, B} + min {a, BP} = a + 6, 
max {a, P} — min {a, f}= |a— 6 |. 


Par conséquent, quelles que soient deux fonctions réelles f (x), 
g(z)}, on a 


max {/(2), g(2)} + min {f (2), 8 (2)} = f (x) + 8 (), 
max {/ (2), g(z)}— min {f(2), 8 (x)} = 1f (2) — 8 @) |. 


En résolvant ces équations par rapport à max {f (x), & (x)} 
et min (f(x), g(xz)} nous voyons que, avec deux fonctions j (x) 
et g(r), un réseau linéaire contient les fonctions max {f (x), & (x)} 
et min {/(z), g(x)}. Ensuite, en raisonnant par récurrence on con- 
clut aisément que si un réseau linéaire contient des fonctions 
1, (&)e + + + fn (à), il contient aussi les fonctions max {f, (x), ... 


.…, fn (@)} et min {fi (x), - -., fn (z)}. 
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ce. Théorème. Un réseau linéaire B (Q) sur un compact Q 
est partout dense dans l'espace R* (Q) de toutes les foncttons continues 
sur Q s'il sépare n'importe quels deux points du compact et contient 
la fonction e (x) = 1. 

Démonstration. Un réseau linéaire B (Q) contenant 1 
ct séparant deux points z et y contient toute fonction qui prend aux 
points z et y n'importe quelles valeurs données; on peut trouver 
une telle fonction sous la forme ag (x) + b:1, où q (x) est une fonc- 
tion de B (Q) qui sépare les points z et y et a, b des constantes. 

Donnons-nous un € >> 0 et une fonction continue f (x). Quels 
que soient deux points z et y (pas nécessairement distinrisi, on peut 
trouver d'après ce qu'on a dit plus haut unw fonction 
iv (2) € B (Q) pour laquelle q,y (2) = f (2), Gay (u) = f (y). Soit 


Ury = (& € Q: Quy (x) <f (x) + e}. 
L'ensemble U,, est ouvert et contient les points z et y. Fixons z: 
alors les ensembles ouverts U,, considérés pour tous les y € Q for- 
ment un recouvrement du compact Q. D'après le lemme 3.97 on 
peut en extraire un recouvrement fini U,,, ..., U,,,. Considérons 
la fonction 

Pz (x) = min {qu (7): ..., Prum (Z)} 
appartenant au réseau linéaire B (Q). Vu que, pour tout € Q et 
pour z fixe, l'une au moins des inégalités définissant les domaines 
Un, est valable, nous avons (x) = min Pru, </(x)+e pour 


tout € Q. En même temps nous avons q, (2) = min quy, (2) = j (2). 
k 


Posons 
V, —_ (x € Q: Pr (zx) >> f (x) — e), 


L'ensemble V, est ouvert ct contlent le point z. Les ensembles V, 
pour tous les z € Q forment un recouvrement du compact Q. D'après 
le lemme 3.97 on peut en extraire un recouvrement fini 

Vasco Vi, 
Posons maintenartt 


p(z)=max{q,., (r), ..., pA(z)}; 


cette fonction appartient elle aussi au réseau linéaire 8 (Q), et l'on 
a par constructlon 


p(a)= max, (2) <f(r)+e. 


Or, on tout point z € Q l'une au moins des inégalités définissant 
le domaine Vi, est valable, donc 


p (x) = max Pr) (z) > f (7) —e. 
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Définitivement, pour tout x2EQ on a 
fi —e<q()<f(G)+e, 


ce qui démontre le théorème. 

(Le théorème tombe en défaut en rejetant l'hypothèse e(z)= 
æ 16€8B(Q): étant donnés deux points z et y, le réseau linéaire de 
toutes les fonctions continues f (z) vérifiant la condition f (z) — 
= 2f (y) n'est pas partout dense dans l'espace /?° (Q).) 


12.52. Théorème de Stones. 

a. Conformément à la définition générale d'une algèbre (12.18a), 
une famille linéaire 8 (Q) composée de fonctions (réelles) sur un 
compact © s'appelle algèbre si, avec ses deux fonctions quelconques 
f (x) et g (x), la famille B (Q) contient la fonction f (x) g (x). 

b. Lemme. Une algèbre réelle B (Q) qui contient l'unité et est 
fermée par rapport à la convergence uniforme représente un réseau 
linéaire. 

Démonstration. Démontrons quo la fonction |f(zx)| 
appartient à l'algèbre B (Q) dès que f (x) le fait. Sans porter atteinte 


à la généralité on peut poser max |f (x) | = 1. 
LE 1 
Considérons la série de Taylor 
-=i)l# 
(—8) RP AE LP 7 
1 fi 
æ(--1)... (= n+1i 
2 \2 2 
Et nr =) (—&)" + 


On a vu dans 9.524 (il faut y poser a = 1/2) et dans 6.65 qu'elle 
converge uniformément pour OSE< 1 

L’ inégalité 0 < f? (x) L 1 étant vérifiée sur le compact @, on 
a d'après ce qu'on a dit plus haut : 


@N= VTT FR) = 
1) — EAP + 


la série à droite étant uniformément convergente sur Q. Comme l'al- 
gèbre B (Q) est fermée par rapport à la convergence uniforme, 
If(z)1EB(Q), ce qu'il était à démontrer. 


ce. Théorème de Stone (pour une algèbre réelle). 
Une algèbre B (Q) formée de fonctions réelles, séparant n'importe 
quels deux points du compact Q et contenant l'unité est partout dense 
dans l'espace R° (Q). 

Démonstration. Désignons par B (Q) la fermeture de 
l'algèbre B (Q) par rapport à la convergence uniforme. Evidem- 
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ment, la famille B (Q) est encore une algèbre: si f, (x) —+ f (x) (uni- 
formément sur Q) et que g, (x) —+ g (x) (uniformément sur @), alors 
fn (x) &n (x) —+ f (æ) g(z) (uniformément sur @Q) de sorte que 
f (x) g (x) € B (Q) résulte de jf (x) € B (Q), g (x) € B (Q). 

L'algèbre 8 (Q) est un réseau linéaire (lemme b) et partout 
dense dans l'espace R°(Q) (théorème 12.51c). Comme l'algèbre 


B (Q) est fermée, B (Q) = R°(Q), ce qu'il fallait démontrer. 


12.53.a. On pourrait s'attendre à ce qu'une algèbre formée de 
fonctions à valeurs complexes, à condition qu'elle sépare n’importe 
quels deux poirits du compact Q et contienne l'unité, soit partout 
dense dans l’espace C° (Q) de toutes les fonctions complexes con- 
tinues sur Q. Cependant, sous cette forme, le théorème s'avère faux 
(cf. exercice 5). 

b. Tout de même, dans une hypothèse supplémentaire, le théo- 
rème de Stono s'étend aux algèbres de fonctions à valeurs complexes. 
Une algèbre complexe B (Q) est dite symétrique si, avec toute sa 
fonction q (x) = u (x) + iv (x), elle contient la fonction conjuguée 
px) = u (x) — iv (x). 

Théorème de Stone (pour une algèbre complexe). 
Une algèbre B (Q) formée de fonctions à valeurs complexes, séparant 
n'importe quels deux points du compact Q, contenant l'unité et symé- 
trique est partout dense dans l'espace C* (Q). 

Démonstration. Par hypothèse, l'algèbre B (Q) con- 
tient, avec une fonction q (x) = u (x) + iv (x), les fonctions réelles 


u (z) = _ [p (x) + P(x)l et v(z) = À 37 lo (2) — p(x)l. Désignons 
par BR (©) la sous-algèbre des Re réelles À (x) € B (Q). Cette 
sous-algèbre sépare n'importe quels deux points y et z du compact Q 
(si p (y)  p (2), alors ou bien u (y) > u (z) ou bien v (y) Æ v (z2)) 
et contient l'unité. D'après le théorème de Stone 12.52 c, on a BA (Q)= 
= A°(Q). d'où 8 (Q) — C° (Q). 

12,54. Conséquences des théorèmes de Sto- 
ne. 

a, Supposons que le compact @ soit une partie fermée bornée 
de À, et que l'algèbre B (Q) soit formée de tous les polynômes réels 
P(z, . .., æ). Toutes les hypothèses du théorème de Stone 12.52c 


sout évidemment vérifiées. En l'appliquant on aboutit au théorème 
suivant : 


Théorème (Weierstrass). Toute fonction réelle f(x) 
continue sur un ensemble fermé borné QC, ee la limite uniforme 
sur Q d'une suite de polynômes en x, ..., 

b. Pour l'algèbre B (Q) des polynômes p Fe …... Zn) à valeurs 
complexes, les hypothèses du théorème de Stone 12.53b sont véri- 
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fiées ; par conséquent, toute fonction à valeurs complexes f (x) continue 
sur un ensemble fermé borné Q © R,est La limite uniforme sur Q 
d’une suite de polynômes (à valeurs complexes) en Zi, ..., zh. 

©. En particulier, foute fonction (réelle ou complexe) continue 
sur un intervalle fermé a < zx < b est la limite uniforme d'une suite 
de polynômes (respectivement réels ou Complexes) en x. 

d. Supposons à présent que le compact @ soit la circonférence 
zZ° + y = 1 dans le plan des z, y. La position d’un point sur cette 
circonférence est déterminée par l’angle polaire q. Choisissons pour 
algèbre B (Q) l'ensemble des polynômes trigonométriques à coeffi- 
cients réels 


p(p)= 2 (ancos kq + ba sin kp). (1) 


Les formules de multiplication de fonctions trigonométriques (5.63) 
quo l'on peut mettre sous la forme 

2 cos kg cos mp = cos (k — m) p + cos (k + m) p, 

2 cos kq sin mg — sin (m — k) @ + sin (m + k) , 

2 sin kp sin mp = cos (k — m) æ — cos (4 + m) y 
impliquent que l'ensemble des fonctions (1) contient, avec ses deux 
fonctions quelconques, leur produit, donc est cffectivement une 
algèbre. N'importe quels deux points , et 2 sont séparés par une 
fonction de l'algèbre B (Q), notamment par sin q ou cos . En 
appliquant le théorème de Stone 12.52c nous obtenons une nouvelle 
réalisation du théorème a: 


Théorème (Welierstrass). Toute fonction réelle f(œ) 
continue sur la circonférence Q est la limite uniforme d'une suite de 
polynômes trigonométriques (1) à coefficlents réels. 

e. Choisissons sur la droite réelle une fonction réelle g (t) continue 
et périodique de période 21; évidemment, on peut lui faire corres- 
pondre une fonction continue sur la circonférence Q en posant f (q) = 
= g(p + 2kx) pour tout k. Inversement, à toute fonction f (y) 
continue sur la circonférence Q, on peut faire correspondre par la 
formule g(t + 2kn) = f (f) une fonction g(t) continue sur toute 
la droite réelle. Donc, le théorème d se met sous la forme suivante: 


Théorème. Toute fonction réelle g (t) continue et périodique 
de période 2n sur l'axe des t est la limite uniforme (sur tout l'axe) 
d'une suite de polynômes trigonométriques. : 

f. La version complexe des théorèmes a et e est à un certain 
égard encore plus simple. En partant des formules d’Euler 8.63 


cos kp = _ (eliv + e-tho), 


sin Xp = _. (eo — e-ike), 
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on peut remplacer les polynômes trigonométriques (1) par les poly- 
nômes 


g(p)= 2 cRethe. (2) 
Le fait que les polynômes (2) forment une algèbre résulte des règles 
de multiplication de la fonction exporvntielle. La symétrie de cette 


algèbre découle de l'égalité Dicuet"#— Scye-ikt, Deux points 
. P2 de la circonférence Q sont séparés par la fonction e®. Le 
théorème 12.53b conduit au résultat suivant: 


Théorème. Toute fonction à valeurs complexes continue sur 
la circonférence Q (ou, ce qui revient au même, toute fonction continue 
de période 2x sur l'axe — oo << t << ©) est la limite uniforme d'une 
suile de polynômes trigonométriques complexes de la forme (2). 


12.55. Suites en forme de delta. Le théorème de 
Stone qui établit la possibilité d'approcher toute fonction continue 
par les fonctions d’une algèbre B (Q) n'indique pourtant aucune 
règle de construction de fonctions approximantes. Nous signalons 
ici quelques méthodes concrètes d'approximations. 

Puisque dans ce qui suit nous utilisons l'intégration, supposons 
que le compact © est un intervalle fermé de la droite numérique ou 
la circonférence de rayon 1 (intervalle [—x, x] aux extrémités 
identifiées). 

a. Désignons par U, (y) l'intervalle ouvert de longueur 2p 
et de centre au point y. Supposons qu'il y ait, pour un point y E Q 
donné, une suite de fonctions non négatives D, (x; y) (n = 1, 2, 
3, ...) possédant les propriétés: 


1) f Dh(z: yydz 
Ut) 


1 quel que soit p=0, 


(nm) 


2) j Dh (x ; y) dz —— 0 quel que soit p=0. 
(n— ©) 
Q-U,(W 


Une telle suite est dite en forme de delta (pour le point y). (L'ori- 
gine de ce terme sera expliquée plus loin.) 


b. Théorème. Soit D,(x; y) une suite en forme de delta 
pour un point y; si f (x) est une fonction cuntinue per morceaux et 
continue au point y, alors 


lim D, (; y)f (e) dr = f (y). 
CT: 3 Q 


Démonstration. Soit M — sup | f(x) |. Pour un e > 0 
donné, choisissons un 60 tel que px, y << 6 implique 
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|f(z) — f(y) | Le. Ensuite, on a 


Da (ri Wf (2) de—f()|= 


Dh (zi y)(f(&)— (y) dz + f(y) | | Dax; y)dz—1||< 
Q 


< | Dé; nlf@-f(idr+ À Dis: pl 


Ut) Q- at) 
—f@ids+1f@I] f Dr: mas—tl<e À Dis: y ds+ 
Q U(y) 
+2M \ DA (x; past M|[ D,(z: paz—1|. (1) 
Q— ot) Q 


En raison des propriétés {) et 2) d'une suite en forme de delta, 
la quantité obtenue est inférieure à 2e pour n suffisamment grand, 
ce qu'il fallait démontrar. 

c. Notons maintenant que si la fonction D, (x; y) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables z € Q, y E Q, et si f (x) est 
toujours continue par morceaux, alors 


fn (x) = Î Ds (z; y) (y) dy (2) 
Q 
cst une fonction continue sur @. En effet, 
Dr (fn 291 =] À LD 3 9) Dn (a, if (dy | < 
Q 
<M Da (a ;y)—Dn(z"; y) | dy, (3) 

Q 
et lorsqu'on trouve, pour un e => 0 donné, un 6 => 0 tel que l’iné- 
galité | z° — r° | << 6 implique 

[Dei Dir DIS 

pour tout y E Q, alors on a d’après (2): 


ln) —fh (IS e, 


ce qu'il nous fallait. 
d. Complétons le théorème par la remarque suivante sur la 
convergence uniforme. Il est clair, avant tout, que si les propriétés 


$ 12.5. APPROXIMATIONS SUR UN COMPACT 75 


1) et 2) sont vérifiées pour tout point y d’un sous-ensemble E € Q 
ct si la fonction f (x) est continue en tout point y € Æ, alors le résul- 
Lat db est valable pour tout point y€EE. 

Nous dirons que les relations 4) et 2) ont lieu uniformément sur 
un ensemble E € Q si, pour tout e = 0, il existe un tel que les 
différences du premier et du second membre des relations {) et 2) 
respectivement ne dépassent pas on modulo le nombre e quels que 
soient n >NeyeE. 

Nous dirons qu'une fonction f (x) est uniformément continue sur E 
par rapport à Q si, pour tout & => 0, on peut trouver un 6 = 0 tel 
que [z—yl|<6, xEQ, yEE, implique |f(2) —f(W Ie. 

Alors, le théorème suivant résulte immédiatement des majo- 
rations (3): 


Théorème, Si les relations 1) et 2), pour tout p => 0, sont 
vérifiées uniformément sur un ensemble E et que la fonction f (x) soit 
uniformément continue sur E par rapport à Q, alors les fonctions f, (x) 
(2) convergent uniformément sur Æ vers la fonction f (x) lorsque 
n — ©, 

e. En appliquant le théorème d, on peut se servir du critère 
suivant de continuité uniforme d'une fonction f (x) aur un ensemble 
E par rapport à Q: 

Lemme. Sur tout ensemble fermé E € Q de points de continuité 
d'une fonction f (x), cette fonction f (x) est uniformément continue par 
rapport à ©. 

Démonstration. D'après le théorème de Heine (5.17b), 
la fonction f (x) est uniformément continue sur Æ et, pour tout 
#8 > 0, on peut trouver un 6, > 0 tel que [y —3|<Ü0s yEE, 
z € Æ, implique | / (y) — f (z) | Le/2. Choisissons ensuite, pour 
tout point y € £, un intervalle | z — y [ << 6 (y) S 60/2 dans lequel 
l'inégalité | f(x) — f (y) | Le/2 solt satisfaite; puis, en appli- 
quant 3.97, on extrait du recouvrement obtenu de l'ensemble E un 
recouvrement fini |[z—y |<<6,,..., |z — y, ]-< 6,. Solt 6 — 
= min(6,, ..., Ô,). Alors, quels quesoint rEQ,yEeE, |zx—y[< 
<< 6, on trouve un point ya avec | z — y | << 6,, et l'on obtient 


ln —yl<lyn—zf+1z—yl<ô+6< À + 2 60 
et 
HORS IO)ESUO ES IONEACOS OISE Sal 
ce qu'il fallait démontrer. | 


f. Volci une variante renforcée du théorème b: si D, (x; y) 
est une suite en forme de delta pour un point y et si f (x) est continue 
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pour x=—=y, alors, pour foule suite y, y, on a 


lim | Dh(z: yn)f(x) dr = f (y). 
AD 0 


La démonstration se fait par le même calcul en précisant un pe 
l'estimation. 

g. Considérons encore le cas où le paramètre discret n est rem- 
placé par un paramètre continu £. Soit D (1, x, y) une fonction 
non négative de trois variables, x et y parcourant le compact Q et 1 
un intervalle 0 < { < b: supposons que les conditions 


1) lim D(t,z,y)dz=1; 
Me Îz—-y1<0 

2) lim Î D(t,z, ydz=0 
{—0 Lx y>0 


soient satisfaites pour tout p > 0. 
Alors, si l’on se donne, pour tout t, une quantité y (t) qui tend vers 
a limite y lorsque t + O0, on aura 


lim À D (6, 2, y (#)) f (2) d2 = f (y). 


{0 


Cette égalité se démontre par le même calcul que le théorème b 
(compte tenu de la remarque f). On peut dire que la fonction 


F(e, n= [pe z,p f(æ)dz  (0<1<b, yEQ) 


dont la définition pour t = O0 est donnée par la condition 


est continue dans le domaine fermé 0 << 1 & b, y E Q. 
b. On peut rejeter la condition que D, (z; y) (ou D (t, x, y) 
dans g) est non négative en la remplaçant par la condition 


Le (&: pldz<e (ou |D(E, x, y) ldz<c), (4) 


où c ne dépend pas de nr. La condition (4) est déjà essentielle ; sans 
elle le théorème tombe en défaut, ce qu'on verra dans le chapitre 14. 


i, Remarque. Le terme « suite en forme de doita » a pour origine la 
« fonction delta » de Dirac. P. Dirac dans son livre The principles of quantum 
mechanics (1930) définit la « fonction delta » 6 (r) comme fonction sur l'axe 
—® << z << © qui est nulle partout sauf au point z — Q et qui possède la 
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propriété 
{ B(r)dz=—1. (5) 


Ensuite, il « démontre s lo théorème: quelle que soit une fonction / (x) 
continno pour x = Ë, on a l'égalité 


Î tp (ai (er. (® 


(La « démonstration » est bien simple: lu fonction & (x — Ë) est nulle pour 
ë  z, les valeurs de / (£) pour E # z n’ont donc pas d'importance ; en rompla- 
ant f (£) par la constante f (x) et en appliquant (5) on aboutit à (6).) 11 n’existe 
ons l'analyse classique aucune fonction possédant les propriétés imposées 
par Dirac, et le contenu réel de son théorème correspond à peu près au théoroine b. 
Ce n’est que dens les travaux de S. Sobolev (1935) et L. Schwartz (1947) que la 
fonction delta est formalisée en tant qu’objet mathématique, pas comme fonc- 
tion usuelle mais comme fonction généralisée (distribution) (cf., par exomple, 
113). La fonction delta de Dirac représente un exemple caractéristique do l'in- 
tuilion mathématique infaillible d'un physicien qui dépasse le niveau mathémn- 
{ique de son temps. 


12.56. Utilisation de suites en forme de 
delta pour la construction de fonctions 
approximantes. 

a. Nous tenons à approcher une fonction f (y) donnée par une 
fonction f, (y) d'une algèbre B (Q). Le problème scra résolu si nous 
sommes en mesure de trouver une suite en forma de delta D, (x: y) 
telle que 


Mae À D: y) 1 (x) dr € B(Q). 


b. Soit Q = [0, 1] et soit B (Q) l'algèbre de tous les polynômes 
définis sur (0, 1]. Posons, pour n = 1, 2,.. ,: 
Dh (z; ÿ) = Ca [1 — (z — y} 1, 


* 


ou 


RTE. RS (4) 


1 
j (L— en dt 
“1 


et montrons quo D, (x: y), pour tout y € (0, 1), est une suite en 
forme de delta. Etant donné que la fonction 


1 
fn @) = Cn Ÿ L1—(z y" f(x) dx (2) 
(1 
est un polynôme en y de degré < 2n (ce qui est évident), nous obte- 


nons l'expression pour les polynômes concrets approchant la fonc- 
tion f (y). 
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ce. Lemme. Pour tout pE(0, 1), on a 


f 

[ (1—s3)nar 
im = 0. 
Fe [uen de 

0 


La démonstration résulte des estimations simples 
1 
[ae aæ<(A—py (ip) < (pe), 
p 


f f 
n n 1 


et de la relation limite (5.58 (4) et 4.37a) 
lim(n+1)(1—p?}" =0. 


En guise de conséquence, nous avons: pour tout p € (0, f)on a 


Ô 
j G—4)r à 

lim 2_________—1# 
ï ? 
f @—e2)n dé 
0 


d. Vérifions à présent les propriétés d'une suite en forme de delta 
(12.55a et d) pour la fonction D, (x; y). 
En vertu du lemme nous avons pour tout p € (0, 1): 


Î{ Ditripadr=Cr [| (1-(-pra- 


lz-vizn Iz-Y120 
O0<z<1 


UGx< 1 


1 
= Cn ” n . 
ni (i— 22)" dd < 2Cn | (14 — 41)" di = 


Et Si y Ô 
1 
{ GA —e)n di 
- — 0 (n — œ), 


\ (4 —t?}n dt 


ce qui démontre que la propriété 2) est satisfaite uniformément sur 
l'ensemble 0 < y & 1. Ensuite, pour y € po, 1 — pol, 0 << p < Po, 
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On «a 


Dh(z; y)dz =Cn Î [1—(z—y)]" dr = 
y 


Gi? terre 
e 
0 f a—e2yn4t 
= Cn | dd 1 (no), 
—Pp NOEL 


ce qui démontre que la propriété 1) est satisfaite uniformément sur 
l'ensemble po < y 1 — P- 

En vertu du théorème 12.55b et de 12.55 d, les polynômes (2) for- 
ment une suite qui converge, pour tout y € (0, 1) et uniformément 
sur chaque intervalle [ps 1 — pol, Po 0, vers une fonction 
f(y) continue sur (0, 1). 

Disons en passant que ceci démontre directement le théorème 
de Weierstrass pour l'intervalle {p,, À — pol. Par une dilatation 
de cet intervalle, on étend la démonstration à tout intervalle [a, b]. 


12.57.a. On peut réaliser une construction analogue qui conduit 
aux polynômes approximants trigonométriques. Soient q l'angle 
polaire déterminant la position d'un joint sur la circonférence 
Q={: + y*=1} et B (Q) l'algèbre de tous les polynômes trigo- 
nomélriques récls. Posons 


| D, (œ; +») = C, cos?" I, 


En = = — (n=1,2,...) 
f cosan eat (1} 
0 


et montrons que D, (p; Ÿ) est une suite en forme de delta pour 
tout %. Comme la fonction 


27 


fn (D) = Cn Ÿ cost" LE; (0) 2 (2) 
û 


est un polynôme trigonométrique en ÿ {de degré <<2n), nous obtenons 
les polynômes trigonométriques concrets approchant f (). 
b. Lemme. Pour tout pE€ (0, x/2) on a: 
aiè 
f cosni du 
lim a ——— =0. 
ji Î cosn 4 dt 
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Démonstration. La fonction cos {4 étunt décroissante 
pour 0O<Si<s/2, on a 
x/2 


Î cos?" 1dt < (5-0) cos" PE +- cos" p : 


coinme la même fonction est convexe vers le haut sur l'intervalle 
en question, on a Cost > 1 — 2r/n et 


n/2 n/2 21 Van 
| cos" — +) SR 
À cost Î (+) de 
0 Ù 
Par conséquent, vu 5.56, on peut écrire 
n/2 
{ cos?n { dt 
2 — < APTE LA + cos?" p —+ 0 
Î cosn 1 dt 
U 
pour 7 — 00, 
On obtient donc : 
e 
Î cosîn t di 
Lim ———-—1 
Ô 


pour tout p E (0, x/2). 
c. En raison du lemme bh, pour tout pE(0, po), Po 0, on a 


Da(p: Wdp=Cn À cos" 4 ap 


1ç-v12>0 15-wl>0 
n°2 
\ cos? 4 dit 
=s 2Cn cos?" 4 dt — LE ——— +0 (r — 00), 
LEE | cos?" 1 di 


ce qui démontre la propriété 2) d'une suite en formo de delta (12.55a). 
Ensuite, pour tout p € (0, po), Po 0, on a 


DA(p: pdp=C, | cost" LE dp = 


16 —-pI<e 1F-dI<p 
e/2 
0/2 cos?n 1 dt 
û 
= 2Ch cos*” 1 di — À (nr — co), 


— p/2 \ cos?n { di 
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ce qui démontre la propriété 1). En vertu du théorème 12.554, les 
polynômes trigonométriques (2) forment une suile convergeant vers la 
fonction f (®) uniformément sur iout ensemble E © Q sur lequel elle 
est uniformément continue par rapport à Q, en particulier (12.55e), 
sur tout ensemble fermé sur lequel elle est continue. 


d. Romarque. Dans les deux cas conaidérés, on peut estimer Le degré 
du polynôme (algébrique ou tri pPneRique) qui réalise l’approximation d’une 
fonction f (r) à un e donné près d’après la formule (2) ou 12.56 (2). Bien que 
les polynômes (2) ou 12.56 (2) aient une structure très simple, Ils ne sont en 
général pas les meilleurs do tous les polynômes d’un degré donné. On démontre 
qu'il y en a, panini tes polynômes de degré n, un qui diffère d’une fonction f (z) 


donnée et continue sur un intervalle {a, b] par t20(—) su plus. Ici 
©(ô)= max |/(x)—/(y}l 
lx=vl<é 


est l’oscitlation de la fonction { (x) sur l'intervalle (a, b] (5.17c). Pour les poty- 
nômes trigonométriques (sur la circonférencs @) l'estimation précédente est 
remplacée par 126 ({/n) (théorèmes de D. Jackson; cf. 19]). 


$ 12.6. Dérivation et intégration de fonctions 
à valeurs dans un espace normé 


12.61. Dérivée. 

a. Soit une fonction x ({) définie sur un intervalle a << b, 
à valeurs dans un espace vectoriel normé X, réel ou complexe. Nous 
dirons que la fonction zx (1) est dérivable en un point t, € la, b] s’il 
existe dans l'espace X la limite 


z' (lo) = lim <0 5er ‘ (1) 
f—to 0 
appelée dérivée de la fonction zx (t) au point t = ts. 
b. La fonction zx (4) est dite dérivable sur tout l'intervalle [a, bl 
si sa dérivée existe en tout point de cet intervalle ; la dérivée zx’ (+) 
est alors une fonction définie sur l'intervalle {a, b], à valours dans X. 


c. Il résulte de la définition (1) que si une fonction zx (1) est 
dérivable en un point fs, alors 


ZE) — 2x (to) = 2 (to) ( — to) + e (4, to) ( — to, 


où æ (?, fo) tend vers zéro dans l’espace X lorsque t —+ 44. 

d. En particulier, la dérivabilité de x (4) au point ?, implique 
sa continuité en ce point. Une fonction z (t) dérivable sur un intor- 
valle [a, b] y est continue. 

On prouve aisément {comme dans le cas numérique) les règles 
principales de dérivation : 

* Le (4 = x, est un élément constant de l'espace X, alors 
1 (0 =0. 


6—2286 
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f. Si x (t) et y (1) sont des fonctions dérivables à valeurs dans X, 
alors il en est de même de z(t) + y (1), et l’on a 


{z (0) + y GI = zx (0 + y ©. 


g. Si zx (t) est une fonction dérivable à valeurs dans X et y (t) 
une fonction numérique dérivable, alors le produit y (1) z (t) est 
une fonction dérivable à valeurs dans X, et l’on a 


[y @) z OI = v (2 (@) + v ( x (. (2) 
En particulier, 


[ax (1)]° = az (9 


pour toute constante &. 

h. Siz(t) (a < t  b) est une fonction dérivable de t à valeurs 
dans l'espace X et t = 1 (t) une fonction numérique dérivable à 
valeurs dans l'intervalle {a, b], alors y (x) = x (4 (t)) est une fonc- 
tion dérivable de +, et l'on a 


y (D) = 2 (0 “(r. 


i. Introduisons la notion de différontielle d'une fonction x (1) 
à valeurs dans un espace normé. Le vecteur dr = x" (c) dt, où dt — 
— At est un accroissement arbitraire du paramètre f. s'appelle 
différentielle de la fonction vectorielle x (t) pour t = c. Ainsi, la dif- 
férentielle d'une fonction est la partie linéaire principale de son 
accroissement dû à un accroissement de la variable t. 

Le théorème sur l’invariance de la différentielle d'une fonction 
composée reste valable : La différentielle de la fonc!'ion x (t) a la mème 
Jorme que 1 soit une variable indépendante ou une fonction d'une autre 
variable indépendante x (dans le dernier cas dt est la partie linéaire 
principale de l'accroissement de la fonction £ (t)). En effet, si g (t) — 
= z{t (r]l et si d, x est la différentielle de la fonction x par rapport 
à la variable +, alors, d'après g, on a 


dz=Â=g (T)dr = zx (ct (x) dr = zx'(c) dt = dz, 


ce qu'il fallait démontrer. 

j- Dans ce qui suit (k), nous établirons la réciproque de e: une 
fonction dont îa dérivée est identiquement nulle est constante. 
Pour la raison de généralité, nous démontrerons ce théorème dans 
l'hypothèse que la fonction zx (t) n’est que dérivable par morceaux. 
Introduisons les définitions rigoureuses. Une fonction zx (t) à valeurs 
dans l’espace X est dite continue par morceaux sur un intervalle 
jermé a < t < b s'il existe une partition & = 10 LL... Llhh = 
— b telle que z (1) soit continue dans chaque intervalle (44, t,+1) 
et possède les limites x (4, + 0) et zx, (tnzs — 0) (k = 0, 1, ... 
-.., 2 — 1); comme d'habitude, aux points {, mêmes la fonction 
z (t) peut être définie n'importe comment ou ne pas être définie 
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du tout. La fonction zx (t) est dite lisse par morceaux sur [a, b} si 
elle est continue sur [a, b], possède une dérivée x’ (t) partout sur 
la, b], sauf en un nombre fini de points, et que cette dérivée soit 
continue par morceaux. 


k, Théorème (réciproque de la propriété e). Si zx (+), 
t Ela, b], est une fonction lisse par morceaux à valeurs dans un espace 
normé X et si la dérivée x’ (t) est nulle partout où elle existe, alors 
æ(t) =zs (un élément constant de l'espace X). 

Démonstration. Supposons d'abord que x’ (t) = Q par- 
tout à l'intérieur de l'intervalle la, b]. Fixons un point c € (u, b) 
et un nombre € >> 0. Comme zx’ (c) = 0, il existe un voisinage du 
point c dans lequel on a l'inégalité 


IzD—z(@i<elt—c]. (3) 
Désignons par 7, (c) l’ensemble formé de tous les #1 >> E& el des 
t Elec, b} pour lesquels l'inégalité (3) n’a pas lieu. Soit #, = inf ?, (0) 
et supposons que f, << b. Comme x (t) est continue, l'inégalité (3) 
qui est valable au voisinage du point to le reste au point {, même. 


Comme z° (#) == 0, il existe un voisinege du point t, dans lequel 
on a l'inégalité 


1z(t)—2(to)| < 5 lt—tol. (4) 
Choisissons un t =>, pour lequel l'inégalité (4) est valable. 
Ii résulte de (3) et (4) que 
[z()—z(c)1<12z()—z({to)1+1z{t) —z(c)1< 


<T(t—t0) + e(to—c) = 
=e( = +x—c) <e(t—c), 


de sorte que le point t n'appartient pas non plus à l'ensemble 7, (e). 
Or, ceci contredit l'égalité t, = inf 74 (c). Par conséquent, fe = b 
et l’on a 


[z()—z()|<eltt—0e) 


pour tout t€ le. bl. 
Puisque e est arbitraire, on a 


zh — z(c) = 0 


pour tout 4€ le, bl, donc z (t) = x (c). 
Nous voyons que la fonction z (f) est constante sur l'intervalle 
(ce, b). Comme le point c peut ètre choisi autant proche que l’on 


veut ou point a, la fonction zx (f) est constante sur tout 1 intervaile 
(a, bl. 
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Consldérons à présent le cas général : il y a sur l'intervalle [a, b} 
un nombre fini de points, disons a=co<c<...<€t, = b, 
en lesquels la fonction x (f) n'a pas de dérivée; dans chaque inter- 
valle (c;, cy#1) ( = 0, ., n—1) la quantité x’ (t) existe et est 
nulle. Le raisonnement ci-dessus montre que la fonction zx (1) . 
constante sur chaqua intervalle (cs, px) G = 0, , A — 4). 
fonction z (4) étant continue sur l'intervalle [a, bl, ‘ses valeurs . 
les intervalles voisins (c;, cy4:) et (cy1, cy) se confondent : il en 
résulte que z (f) est constante sur tout l’intervalle [a, b]. Le théorème 
est démontré. 


12.62. Intégratlon. 

a. Seit z (t) une fonction donnée sur un intervalle fermé [a, b), 
a valeurs dans un espace de Banach (i.e. normé et complet) X (réel 
ou complexe). Etant donnée une partition 


= {a= 0 <E<h<h <<... Liu En Lin = b} 


de l'intervalle [a, b], aux points marqués E,, ..., E,-, ci de para- 
mètre d (11) = max At,, on peut former la somine. intégrale de 
Riemann 


Sn (x) = 2 z (Ex) Âts. (1) 


Bien entendu, cette somme est un élément de l'espace X. Nous 
affirmons que si la fonction zx (f) est continue par morceaux, les 
sommes (1) tendent, pour un morcellement illimité de la partition 
Il, i.e. pour d (II) —+ 0, vers une limite dans X ; neus l’appellerons 
intégrale de la fonction x (t) sur l'intervalle [a, b] et noterons 


b 


(ETCE 


a 


b. La démonstration de l'existence de l'intégrale d’une fonction 
continue par morceaux à valeurs dans X répète la démonstration 
analogue pour une fonction numérique (9.14-9.16). Indiquons ses 
parties principales. La fonction 


&;(6)= sup [|z()—z(4)1| 
AAA -17)S6 
.{"Elo. b] 
s'appelle oscillation de la fenction z(t) sur l'intervalle [a, b]: 
si æ(t) est continue, w, (6) tend vers zéro pour 6 — 0. De même 
que dans 9.14c-d, les estimations suivantes ont lieu pour les sommes 


intégrales de n'importe quelle fonction x (f): si une partition I] 
s'obtient d’une autre partition IT en y ajoutant quelques points de 
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division, alors 
Il Sn (x) — sn: (x) || << @+ (6) (b — a) (2) 


pour d (Il) < 6; si [ et Il’ sont deux partitions quelconques avec 
d (I) < 6, d (I) < 6, alors 


Î sn (x) — sn (x)]|< 20% (6) (b — a). (3) 


Les estimations (2) et (3) étant établies, il nous reste d'appliquer 
(poor x (t) continue) la propriété lim «, (6) = 0 et le fait que l'espe- 
50 


ce X est complet. Le passage à une fonction continue par morceaux 
se réalise de même que dans 9.16. 

c. Tout comme dans 9.15c, on peut démontrer que toute fonciion 
z (t) intégrable sur [a, bl est bornée (en norme), de sorte que 


Hz O< ce. 


11 est facile de prouver, pour les fonctions intégrables, les propriétés 
principales de l'intégrale: 


b b 
1) Î ar(t)dt=a Î x (t) dt (æœ est un nombre); 


b b b 
2) firt+vtie (za (vue; 


3) fsoa+[soa- fox (a<b<e), 
4) z (9 dt || < max | 2 (9 11@— 0) ; 
5) || 2 (9 || < Iz (dt. 


Elles s'obtiennent toutes en passant à la limite dans les pro- 
priétés analogues des sommes intégrales, 

d. Valeur moyenne d'une fonction. De même 
que pour les fonctions numériques (9.15h), pour une fonction z (1) 
continue par morceaux, à valeurs dans un espace de Banach X, 
la quentité 

’ bd 
= rt 
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est appelée valeur moyenne de la fonction x (t) sur l'intervalle [a, b]. 
La valeur moyenne d’une fonction zx (f) réelle est comprise entre 
ses valeurs minimale et maximale sur [a, b] et est égale à une valour 
z (to) si z (t) est continue. 

Pour une fonction à valeurs dans un espace do Banach, même 
pour une fonction à valeurs complexes, la valeur moyenne peut être 
distincte de toute sa valeur dons l'intervalle [a. b]. Ainsi, 

2n 


— ie"! dt — e!! is =0, 


bien que la fonction ie! ne s'anuule nulle part dans l'intervalle 
d'intégration. 
e. Soit un ensemble Æ£ dans un espace vectoriel L; appelons 


enveloppe conveze de l'ensemble Æ l’ensemble V (EF) de tous les 
vecteurs de la forme 


y— 2 onzs (EE, «>0, Zm=t, m=1,2,:::), (4) 


L'ensemble V (E) est convexe (12.34b): en effct, si 
a > 0, B > 0, a+ B ="1, 


Th € E, Ur € E, 
2 Tax EV(E), y= à By, € V (E), 
alors le vecteur 
m 


ax + By = a D QhTh + > Prÿr = » QT + > BBryr 
h=] ri h=1 r=1 
appartient lui aussi à V(E), car aa >0, BB,>0 et 
Dam+ÈPpB=amt+B28=atp=1. 


D'outre part, tout ensemble conveze P contenant un ensemble donné 
E contient également tous les vecteurs de la forme (4). Pour m = 2, 
cela découle de la définition même d'un ensemble convexe. Rai- 
sonnous par récurrence : supposons que cette affirmation soit juste 
pour n’importo quels m — 1 vecteurs, et montrons qu'elle est alors 
jusle pour m vecteurs quelconques 21, . .., Zn € Æ. Nous avons 


2= Gti + CE + AmTm = 


_ ri +. . + Am 12m 1 - 
Foi mt .tas, (Mt:..H+ani) +amim 


= (a+... + m1) 21 + AmEme 
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Le vecteur z, appartient à l’ensemble P d'après la supposition 
de récurrence ; le vecteur z y appartient comme point du segment 
liant z, et z. 

On peut donc dire que l’ensemble V (£) que nous avons construit 
est le plus petit ensemble convexe contenant £. Si ÆE est lui-même 
convexe, alors, évidemment, V (£) = E£,. 

f. Dans un espace de Banach X, ce n'est pas tout ensemble 
convexe qui est fermé (un intervalle ouvert de la droite en est un 
exemple). Ayant donné un ensemble £ € X, on peut former son 
enveloppe convexe ŸV (Æ), puis sa fermeture V (£); cette dernière 
s'appelle enveloppe convexe fermée de l'ensemble E. L'ensemble V (E£) 
est encore convexe; en général, La fermeture d'un ensemble convexe 
est un ensemble convere, puisqu'il résulte de 


z=limz,, y = limy,, mEV, nn E V, 
que 


oz + Py = lim (az, + By,) € y. 


L'ensemble V (E) est le plus petit ensemble convexe fermé contenant 
l’ensemble donné E£. 


g. Théorème. La moyenne (d) d'une fonction x (t) continue 
par morceaux à valeurs dans un espace de Banach’X appartient à l'enve- 
loppe convexe fermée de l'ensemble des valeurs de x (t) sur l'intervalle 
{a, b]. 

La démonstration résulte de la définition de la 
moyenne 


b n 
— lim J'z(E) A4, 


1 
t) dt — 
b—a Î 2€) b—a diN)+0 _ 


a 
car la somme intégrale à droite appartient à l'enveloppe convexe des 
n 


valeurs de la fonction (parce que —- > At, = 1). 
h= 

Pour l'exemple donné dans d, la moyenne de la fonction te!' 
sur (0, 2x] qui vaut O0 appartient à l'enveloppe convexe de loutes 
les valeurs de la fonction ie" sur [0, 2x): ces valeurs remplissent 
la circonférence de rayon 1, leur enveloppe convexe est tout le 
cercle limité par cette circonférence. 

h. Intégrales impropres. La théorie des intégrales 
impropres des fonctions à valeurs dans un espace de Banach peut 
être construite par analogie avec le cas des fonctions numériques 
(chapitre 11). Indiquons-en les étapes principales. Soit x (t) une 
fonction à valeurs dans un espace de Banach X, définie sur la demi- 
droite a & t << © et intégrable (par exemple, continue par mor- 
ceaux) sur tout intervalle a t< b. L'intégrale impropre de 
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premier espèce 
| z(t) dt (5) 


est définie comme limite (pour la norme de l'espace X) de l'intégrale 


b 
| z(t)dt (6) 


pour b — 00, à condition que la Îlmite existe. 
En particulier, si l'intégrale impropre usuelle 


(NECIES (?) 


existe, il en est de même de l'intégrale impropre (5) qui est alors 
dite absolument convergente; de plus, on a l'estimation suivante: 


Hizoa<(izouar (8) 


L'existence de l'intégrale (5) dans l'hypothèse d'existence de 
l'intégrale (7) résulte du critère de Cauchy: pour que 
l'intégrale (5) existe, il faut et il suffit que, pour tout e => O, il existe 


un N tel que l'inégalité 
[roaf<e 


P 


a lieu quels que soient p>N, g > N. 
Les définitions des intégrales impropres de deuxième et de troi- 
sième espèce sont généralisées de façon analogue. 


12.63. Intégrale et primitive. 

a. Soit x (1) une fonction continue par morceaux sur un intervalle 
la, b] à valeurs dans un espace de Banach X; montrons que la 
fonction 

t 
(= | 2(6)& (1) 


a pour dérivée, entout point t = t, de continuité de la fonction x (t), 
la valeur zx (ts). 
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Selon les règles d’intégralion 12.62c, nous avons 


t 
F(t)—F 1 
0 
! t 


Î 2 060) + À 12 ED —7 (0)1 dE = 


to ) 
t 


1 
= &(t)+— Î [x (6) — z (£8)] dE. 
10 
Ensuite, en raison de la continuité de zx ({) au point 4, on a 


| ER je (E)—z (pi &ë |< re ele 


1 
t—10 


€ [to 


pour {—+{s, d'où le résultat cherché. 

b. Une fonction G (ft) à valeurs dans l’espace de Banach X est 
appelée primitive de la fonction x (f) continue par morceaux si 
G' (t) =27 (t) en tout point de continuité de x (t). S'il y a deux 
primitives G (ft) et F (t) de la fonction zx (1), alors 

GH—F(l =CDb—-F(D=2z(b—-z(t) =0, 
et, en vertu du théorème 12.61%, la fonction G (4) — F (t) est cons- 
tante. Nous voyons que la différence de deux primitives est un élément 
constant de l'espace X. Puisque la fonction (1) est, on l'a vu, l’une 
des primitives, toute primitive a la forme 


€ 
G(= Ÿ x (Ed +0, 
zo étant un élément fixe de l’espace X. En particulier, pour toute 


primitive on a la formule 
b 


G(b)—G(a)= | z(E)&, 


a 
généralisant la formule de Newton-Leibniz. 
c. Inversement, soit G (t) une fonction dérivable de la variable 
t E la, b) ayant la dérivée continue par morceaux; alors, pour tout t, 
on a l'égalité 


G()=G (a)+ | GE &. (2) 


En effet, désignons provisoirement par G* (t) le second membre 
de (2). Cette fonction, d'après a, a pour dérivée la fonction G (t) 
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en lout point de continuité de cette dernière. La fonction G (t) 
possède la même propriété, donc, les deux fonctions étant continues, 
nous avons G* (?) — G(t) = co = const d'après b. Or, G* (a) — 
= G(a), d'où co = 0 et la formule (2) est établis. 

d. Pour les fonctions numériques dérivables, nous avons la 
formule de Lagrange (7.44) 


G(b) — G(a) = (b —a)Q, 


où Q est un nombre compris entre la plus grande et la plus petite 
valeur de la fonction G&’ (t) sur [a, b], autrement dit la valeur de la 
fonction G&’ (f) en un point { = {,. Pour une fonction G (t) dérivable 
à valeurs dans l'espace de Banach X, cette formule reste valable, 
à ceci près que le point Q appartient cette fois à l'enveloppe convexe 
fermée de l'ensemble des valeurs de G’ (r) sur [a, b]. Ce fait résulte 
directement de 12.62g et de la formule (2). 

6e, La formule de Newton-Leibniz a pour conséquence, tout comme 
dans 9.S1a, la formule d'intégration par parties: 


b b 
Î u(é)du(t)=u (t}v(t) F Î v (#) du (?). 


lei l'une des fonctions u ({), v (f) est numérique, l’autre vectoriel- 
le (à valeurs dans l’espace X), les deux étant lisses par morceaux. 
f. De même que dans 9.54, on obtient la formule d'intégration 
par substitution 
8 b 


Î æ(t(t))t (Tr) dr — Î x (t)dt 


1=@ ET 


dans les mêmes hypothèses sur les fonctions x (f) et £ (rt) et les nom- 
Lires &, B, a, b. 


12.64. Dérivées d'ordre supérieur, diffé- 
rentielles d'ordre supérieur, formule de 
Taylor. 

a. Les dérivées supérieures d'une fonction x (4) à valeurs dans 
l’espace X sont définies, comme dans le cas d’une fonction numé- 
rique, par récurrence. La dérivée n-ième est, par définition, la dérivée 
première de la dérivée d'ordre nr —- 1 si cette dernière est une fonc- 
tion dérivable pour a < {  b. Toutes les dérivées ainsi obtenues 
Sont toujours des fonctions vectorielles à valeurs dans le même 
espace X. 

Les dérivées d'ordre supérieur d'une fonction vectorielle sont 
désignées de même que celles d'une fonction numérique : 


Ge) = 2" (9, (a (0) = 27 (0, (29 (0) = 24 (6). 
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b. Les différentielles d'ordre supérieur sont définies elles aussi 
par récurrence : 


diz(t)= d{dx(t)] =d{z’ (t) dl = (9 dt?, 


d'Hiz(t) = d(d"z(t)] = d(7" (4) dé") = gb & am 


Contrairement à la différentielle première, les différentielles 
d'ordre supérieur changent de forme lorsqu'on passe à une nouvelle 
variable indépendante (à l'exception du changement linéaire de 
variable). 

c. Si toutes les dérivées . la fonction z (ft), y compris la 
Fo existent pour a < {<< b, alors on a la formule de 


aylor 
Az (a) = xz(b)—zx(a) = 
dz (a) ++ d'z (a) + + + d'x (a), 
2 20 (a + Qns 


2'(a)(b—a)+ dr" (a)+ + Ce 


avec le reste que l'on peut mettre sous la forme 
b 
Qn= + | 200 (0 0" à. 


La démonstration de la formule de Taylor se fait par la même 
méthode que dans 9.524, en utilisant la formule d'intégration par 
parties 12.63c. En partant de l'expression pour le reste on établit 
les estimations 


b 
Non < max fee (94 À @— or ar 
a<t<b n . 


= en+] (@—a)ntl 
Pers PO TESTER 


12.65. Suites et séries de fonctions à va- 
leurs dans X. 

a. Soit zi(t), za (4), ..., zh (f)}. . . . une suite de fonctions 
de la variable 1 E [a, b), à valeurs dans l'espace de Banach X. Par 
définition, une fonction zx (f) est la Limite de la suite x, (t) pour 
n — © si la relation 


Lira |fz (4) — a (4) || = 0 
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est remplie pour tout {Ela, b]. La suite x, (t) est dite unifor- 
mément convergente vers la limite zx (t) si 


lim sup Îz (4) — zn ()[1= 0, 


autrement dit, si, pour tout & >> O, il existe un numéro tel que 
n>N implique [|z(t) — z, () | e quel que soit 4€ [a, b]. 
Nous avons déjà vu dans 5.96 que la limite d'une suite uniformé- 
ment convergente de fonctions continues est encore une fonction 
continue. Ont lieu les analogues des théorèmes 9.72 et 9.77 qui 
étaient démontrés pour les fonctions à valeurs numériques, à savoir: 


b. Théorème. Si une suite zx, (t) de fonctions intégrables 
converge uniformément sur la, b] vers ure fonction x (1), alors x (t) 
est elle aussi intégrable et l'on a 


lim | z,(t)dt= Î z (t) di 


nt 
Le] 


uniformément par rapport à t£la, bl. En particulier, 


b b 
lim Ï zn(t)dt= | z(t) de. 


c. Théorème. Si une suite x, (1) de fonctions lisses par mor- 
ceauxz converge pour au moins un point to € la, bl et la suite x, (t) 
de leurs dérivées converge uniformément sur la, b] vers une fonction 

g (4) continue par morceaux, alors la suite x, (t) converge uniformément 
DE la, bl vers une fonction x (t) lisse par morceaux et x’ (1) = 
= lin Zn (t) = g(t) aux points de continuité de g (t). 


Les démonstrations de ces théorèmes imitent celles des théorè- 
mes 9.72 et 9.77. 
d. Une série 


nD+a0+...+m (+... (1) 


de fonctions à valeurs dans l’espace X est dite convergente sur un 
intervalle [a, b] si la suite de ses sommes partielles 


a =m(), ..., an =2 (+... + x (8, 


converge quel que soit 4€ la, b]l; la limite de la suite s, (t) est 
appelée somme de la série (1). La série (1) est dite uniformément 
convergente sur [a, b] si la suite s, ({) converge uniformément. Les 
théorèmes b et c ont pour conséquences certaines conditions suffi- 
santes d'intégrabilité terme à terme et de dérivabilité d’une série 
de fonctions: les énoncés de ces conditions sont lalssés au lecteur. 
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12.66. Fonctions analytiques. Soit x (£) une fonc- 
tion à valeurs dans un espace complexe normé X, définie dans un 
domaine G du plan complexe & — E + in. Cette fonction est dite 
dérivable en un point &o € G s’il existe dans l'espace X un élément 


2° (be) = lim Et) =2 (9 


appelé dérivée de la fonction x (&) par rapport à la variable complexe 
& au point Go. La fonction zx (©) est dite analytique dans le domaine G 
si elle est dérivable par rapport à & en tout point € G. 

Pour les fonctions analytiques à valeurs dans l'espace X, les 
propositions de la théorie ordinaire des fonctions analytiques (cha- 
pitre 10) restent valables. La définition de l'intégrale le long d'un 
ligne du plan complexe, qui est nécessaire pour l'établissement de 
la théorie, est formulée de la façon habituelle comme suit. Soit L 
un chemin lisse par morceaux dans le domaine G: & = & (ri), où t 
parcourt un intervalle a & t< b. Soient ensuite I — {a = to << 
< ti <...<t, = b} une partition de l'intervalle [a, b], &; — 
= (4) G = 0, 1, ..., n) les points correspondants du chemin L 
et At) = bjæs — ;; posons 

n- 
RULES lim D z(6) At. 
d(n}-+0 

L'existence de cetie intégrale pour toute fonction continue par 
morceaux à valeurs dans un espace normé complet X se démontre de 
même que pour une fonction numérique (10.21). On démontre éga- 
lement, pour une fonction analytique zx (t), le théorème de Cauchy: 
si une fonction x (£) est analytique dans un domaine simplement con- 
neze G, alors, pour tout contour fermé L inclus dans Le domaine G, on a 


D z () 40. 


L 
En partant du théorème de Cauchy on établit de la façon ordi- 
oaire la formule de Cauchy 


2(0)= 5 Q FO (& à l'intérieur de L), 
J | 


puis les autres propositions du $& 10.3. En particulier, une fonction 
analytique zx (£) possède, dans le domaine G, les dérivées de tous 
les ordres et se développe, dans tout cercle Q = {|£ — | <<p} 
inclus dans le domaine G, en sa série de Taylor 


z (6) 2 am (£— to)”, (1) 
où Gm = 7 2 (Go) (m—0, 1, 2, ...). 
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Le rayon de convergence de cette série est égal à la distance du 
point £o à la singularité la plus proche de la fonction x (£) (ïi.e. au 
point en lequel la fonction x (£) cesse d’être dérivable) et peut être 
trouvé d’après la formule de Cauchy-Hadamard (12.395) 


1 —— nn 
= Jim y [lamil 


Les dérivées successives de la fonction zx (©) s’obtioennent en 
dérivant terme à terme la série (1): 


z'(Q= Ÿ man(E— tot, 


2 


rh (t)= Yi m(m—1)...(m—k+1)am(E— to)" *, 


mMmæh 


$ 12.7. Opérateurs linéaires continus 


42.71. Nous avons donné la définition d'un opérateur linéaire 
dans 12.15. Il était dit qu'une application A d'un espace vectoriel X 
dans un espace vectoriel Y (sur un même corps Æ) s'appelle opé- 
rateur linéaire si les conditions 


À (@it1 + @3t:) = ŒÂz, + a,AT; 


sont satisfaites pour tous z, et z, de l’espace X quels que soient les 
nombres œ:, &, du corps Æ. Si l’espace Y est unidimensionnel et 
Y = K, l'opérateur A s'appelle fonctionnelle linéaire. 

Ici nous considérons les opérateurs linéaires d'un espace normé 
X dans un espace normé Y, les deux étant réels pour le moment. 

a. Conformément à la définition générale d'une fonction con- 
tinue 5.1{a, un opérateur linéaire A d'un espace normé X dans un 
espace normé Ÿ est dit continu pour z = zo € X si, quel que soit 
e>>0, il existo un 5=—0tel que [r—z | SÔ implique 
| Ar—Azxo (Se. Comme d'ordinaire, il ya une définition équivalente: 
l'opérateur A est continu pour æz = Zzo Si Az, —+ Azxos (dans Y) dès 
que z, —> zo (dans X). 

b. Un opérateur linéaire A d'un espace X dans un espace Y est 
dit borné s'il est borné sur la boule unité de l'espace X, de sorte que 
|z|< 1 implique | Az | c avec une constante fixe c. Dans ce 
Cas, la quentité 


IAÏ= sup | Az] 
lxi<1 
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s'appelle norme de l'opérateur A. Pour tout vecteur zE X, on a 


Ti 1, d'où | A TT <||A!| et, per conséquent, 
[Az |< ITA Iz| (1) 
c. Si un opérateur linéaire À est borné, il est continu en {out point 
Zo de l'espace X. 
Démonstration. Soient À un opérateur borné et || À || 
sa norme. Alors on a 


[Az — Anml=lA(z—z) II ANIz—71<e 


pour un £ >> 0 donné el pour |z — zo| << e/[| A ||. 

d. Si un opérateur linéaire À est continu pour au moins un point 
æz = zo. alors il est borné. 

Démonstration. Trouvons un 6 de façon à avoir 
| Az — Azo | S 1 dès que |z — zo | 6. Soient |z [ L'4Â1 et z = 
= ro + 62. Alors on a 


|z— æ|=61z2|< 6, 
| Az — Ars | = |A (x — zxo | = 6 | Az | 1, 


es 


ce qu'il fallait démontrer. 

e. En tant que conséquence, nous avons: un opérateur linéaire 
qui est continu pour au moins un point de l'espace X est continu en 
tout son point. 

Les trois théorèmes suivants sont également valables pour un 
opéraleur continu À d’un espace de Banach X dans un espace de 
Bonach Ÿ : 


{. Si une série D ra =s converge dans l’espace X, alors 
1 


D) Aïn = As. 
f 


g. Six (?) est une fonction continue par morceaux sur un intervalle 
a<t<b, à valeurs dans l'espace X, alors on a 


b b 
A { Î z (1) dt} : À [Az (é)} dt. 
h. Six (t) est une fonction dérivable pour t = t,, à valeurs dans 
l'espace X, alors on a 
A [z° (to)] = (Az)” (to). 


La démonstration des trois théorèmes ci-dessus suit une mème 
voie. Somme d'une série, intégrale et dérivée sont les résultats de 
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certains opérations linéaires et passages à la limite, or un opérateur 
linéaire continu commute avec les opérations linéaires ainsi qu'avec 
un passage à la limite; il commute donc avec les résultats défi- 
nitifs. 

4. Si trois opérateurs A, A1, A, d’un espace vectoriel normé X 
dans un espace vectoriel normé YŸ sont bornés, il en est de même 
des opérateurs A: + A: et &A (12.15e) pour tout & réel puisque, 
pour [z]<1, on a 


| (Ai + A3)z | = [Ait + As | | Az | + |A | < 
< [l A: + A3, 
[aAz [= [a l|lAr|< [aTTÏA Il. 


De plus, les formules écrites montrent que 
Il A: + All= sup IQAi + A2)z1< 1 A1Î +1 A2ll 
IcAI|= sup |æAr]=|a| sup | Az|=]|a||A|| 
\x)<i ixi<i 
On peut donc dire que l’espace L (X, Y) des opérateurs linéaires 
bornés de X dans Ÿ est un espace normé avec la norme 12.71b: 
IAÏ= Sup | Az]. 
lxi<1 
j. Soient B un opérateur linéaire borné d'un espace normé X 
dans un espace normé Ÿ et À un opérateur linéaire borné de Y dans 
un espace normé Z. Alors l'opérateur linéaire P — AB de X dans Z 


est défini (12.15g). Montrons que l'opératour P est lui aussi borné. 
En effet, pour tout z € X on a 


| ABz | < [|A Ï|1BzI< ITA ITR [T2 |, 
d'où l'on voit que P — AB est un opérateur borné et que 


IAB I <ITAIHB I. (2) 
k. En particulier, pour un opérateur A dans X, on a 
I A? 11 = IT AA Ï< ITA IF 


et de même 
I AS 11= If A?A II <1T A? TA <KI AIS, | 


CC | *. » 


7. (3) 
JA" III A"-A | IA" LA = A. 


1, En guise d'exemple, trouvons la norme d'un opérateur linéaire 
spécial défini dans l’espace R° {a, b] des fonctions réelles continues 
sur l'intervalle a < t & b. Soit D (t, À), pour toute valeur du para, 
mètre À d'un ensemble A, une fonction réelle continue de t € [a, b]- 
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et supposons que la quantité 


b 
= sup jIDce, À) | dt 
soit finie. Pour z(#)E R‘[a, b] posons 
b 
yA)= AIzI= | D(E, À) z (1) dt. (4) 


L'opérateur À transforme toute fonction zx (f) en une fonction 
y (À) définie sur l’ensemble À. La fonction y (à) est bornée car 


b 
Awl=lr@S | D dz( a&|< 
b o 
< max|z()-[1D(,3)1dt<DIIzI]. (5) 


Ainsi, la formule (4) définit un Te de l’espace R° [a, b] 
dans l'espace Z? (A) des fonctions rée _ bornées y (À). Ce dernier 
espace est muni de la norme naturelle 


Hyll= sup [y (I. 


L' opérateur A est évidemment linéaire; il résulte de l'inégalité 
(5) qu'il est borné et sie sa norme n6 dépasse pas la quantité D. 
Montrons que || A || — 

Considérons la lise Zn (4, À) = u, [D (t, À)], où u, (t) est 
une fonction continue qui vaut —{ pour 
TE —1/nr, +1 pour T > +1/r et qui 
est linéaire dans l’ intervalle [—{/n, 1/r] 
(fig. 12.10). La fonction 7 (e, À) est 
elle aussi continue en t{; le produit 
D(t,h)zx, (t, À) est une fonction non négative 
valant |[D(t, N{ pou | D, D 1> 
> 1/r et ne dépassant pas | D (4, À) | Fig. 12.10. 
aux autres points. Pour un À € A fixe, 
la fonction x, (4, À) est un élément de l'espace R° (a, b). De plus 


Alt, D|> | |ID(t, Alt > 


j DL hiZ1/n 


>(1D4 A) dt — + (b— 0). 


7—2286 
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Comme f{zn (ft, A)||<1{, on a 
b 
MAI sup ILAz (9) E>sup| Alzn (, AJ|=sup À |D(. 2). 
Hrtiei n. À x 


Compte tenu de l'inégalité (5), nous obtenons 


b 
Al=s D(t, à)| de, 
NAl= sup [12 2] 


ce qu'il fallait démontrer. 
il. Soit D (t) une fonction continue de { € [a, b]; alors la formule 
b 
F(zl = | D(t)z (t) dt (6) 


définit une fonctionnelle linéaire dans l'espace AÀ° (a, b) que l'on 
peut considérer comme cas particulier de l'opérateur décrit dans !, 
l'ensemble des valeurs du paramètre À étant formé d'un seul point. 
En appliquant le résultat ! on obtient: la norme de la fouctionnelle 
(6) vaut 


b 
Iris [1D@1&. 


12.72. Théorème sur l'application ouverte. 

a. Soit y = f (x) une fonction définie sur un ensemble X à valeurs 
dans un ensemble Y. Tous les points y = f (x), où zx parcourt un 
sous-ensemble Q = X, forment l’image du sous-ensemble © qui 
se note f (Q). L'ensemble de tous les points z € X pour lesquels 
y = f(x) appartient à un sous-ensemble F € Y s'appelle image 
réciproque du sous-ensemble F et se note f"?(F),. 

Si X et Ÿ sont des espaces métriques et y = f (x) une fonction 
continue, alors l’image réciproque f-! (G) de tout sous-ensemble ouvert 
GC Y est un sous-ensemble ouvert dans X (5.14a),. 

Cependant, l'image f (G) d'un ensemble ouvert 6 X n'est 
pas forcément un ensemble ouvert dans Y. Par exemple, si X est la 
droite —00 << z << oo et Y la droite —0 << y << ©, la fonction 
y = f(x) étant constante, alors l'image de tout ensemble ouvert 
(et, en général, de tout ensemble G< X) se réduit à un seul point y 
qui ne constitue pas un ensemble ouvert dans Y. Si l’on renforçait 
l'hypothèse en exigeant que la fonction / (x) applique l'espace X 
sur Ÿ, alors on considérerait la fonction continue valant (x — 1)° 
pour æ >1, (x + 1} pour zx < —1 et 0 pour | x | << 1; cette fonc- 
tion qui applique l'axe X tout entier sur l’axe Ÿ transforme l'en- 
semble ouvert {| z | << 1} toujours en un seul point y = 0. 

Supposons que la fonction continue y = f(x) applique d’une 
façon bijective l'espace X dans l'espace Y. Choisissons pour X l'es- 
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pace D, (a, b) des fonctions z({) continüment dérivables sur l'in- 
tervalle |a, b] (12.25) muni de sa métrique naturelle et pour Y le 
sous-ensemble de l'espace A° (a, b) de toutes les fonctions continues 
sur [a, b] (toujours avec sa métrique naturelle) qui est formé des 
fonctions continôment dérivables; nous avons le droit de considérer 
ce sous-ensemble comme cspace métrique. Considérons l'application 
y = f (x) qui fait correspondre touto fonction x = r(t) € D, (a, b) 
a elle-méme: y = y(t) =z(t) € R'‘(a, b). Cette application est 
continue car la convergence x, (t) — x (t) dans D4 (a, b) implique, 
bien entendu, la convergence y, (t) = zh (t) + y(t)æ=r(t) dans 
R° (a, b). L'application y = jf (r) est évidemment bijective. Néaun- 
moins, l'image d'un ensemble ouvert dans X, par exemple dle la 
boule unité ouverte Ÿ dans D; (a, b), n'est pas ouverte dans YŸ, 
parce que tout voisinage d’un point yo (t) € f (V) défini par l'inéqua- 
tion max |[ÿ(t) — yo(t) | Ce contient des fonctions à dérivée 
indéfiniment grande. 

b. Nous comprenons maintenant que les hypothèses du théorème 
suivant sont essenticlles : 


Théorème sur l'application ouverte (Ba- 
nach). Soit À un opérateur linéaire continu appliquant d'une façon 
bijective un espace normé et complet X sur un espace normé et complet Y. 
Alors l'opérateur À transforme tout ensemble ouvert G € X dans un 
ensemble ouvert f (G) € Y. 

Démonstration. Désignons par V, la boule {r: |z | <r). 
Nous allons d’abord démontrer que la fermeture de l'ensemble 
A (Vi) dans YŸ contient une boule de l'espace Y. 


Par hypothèse, on à Y=A(X)=A (U Va)= (J A(Va). D'au- 
ñn= ns | 


tant plus, Y= (} A(V,). En vertu du théorème de Lure (3.754), 


ni 

il existe un numéro n={V tel que l'ensemblo A1l',j contienne 
une boule {y: |y—wyol << e}. Comme l’ensemble A{V,) cst évidenn- 
ment équilibré, il contient également la boule {y: |y+yol <<e)- 
De plus, l’ensemble A(V;) est convexe (puisqu'un opérateur liné- 
aire transforme un ensemble convexe en un onsemble convoxe, et 
la fermeture d'un ensemble convexe est convexe d’après 12.62/) et 


contient donc la boulo W,—={y: |y|<e} incluse dans l'envoloppe 
convexe de deux boules montionnées. 


Pour la raison d'homothétie, il est clair que, quel que soit 
p>0, on a l'inclusion W,CA(Vxsx). En particulier, on a 
Winx SA(V:), ce qu'il nous fallait. 

Montrons à présent que l'ensemble A(V,) lui-même (et. non 
seulement sa fermoture) contient la boule W,,2w, Soit yEW, 2m. 


7" 
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Puisqu'on a démontré que Won, © A(Viy2), il est possible de 
choisir un point wEA(Vi,;2) autant proche que l'on veut 
du point y. Par exemple, on peut le faire de façon à avoir 
|y—ÿyl<e/(4N) Vu que Win CA(Vi:), on peut trouver de 
même un point y:E A(V:1) tel que |y—y;—y2l<e/(8N). En 
continuant le procédé on construit, pour tout n=—1, 2,..,, un 
point yn€A(Vipn) tel que [y—yi—ys—... —yn| <e/(2YIN). 


Par construction on ay= 2}; Yn. Or, Yn= An, Où ZE V, 2m de 
Vian! 


sorte que | za | << 1/2°. L'espace X étant complet, la série zx; + x, + ... 


converge (12.37b}); soit z= ÿ) z,. Comme l'opérateur A est con- 
n=1 


tinu, Az=A(Dian)= 3 Atn = À Un = y. De plus, Iz1< 2 n1< 


< 2 7=1. Par conséquent, la boule W,y2x) est contenue dans 

1 
l’image de la boule V,, ce qu'on affirmait, 

Toujours pour la raison d'homothétie, on a W, € A (Vy2m) 
pour tout p => 0. En particulier, il résulte de | zx — zx, | << Ô que 
| Az — Az | = | A(z — zo) | << 6e/(2N), de sorte que l'image 
A (U) de la boule U = {x:|zxz— zx, | << 6} contient la boule 
{y: |y — Azo | << 6e/(2N)}. Il en découle que l'image de tout 
ensemble ouvert G © X est un ensemble ouvert dans Ÿ, et le théo- 
rème est complètement démontré. 

c. Conséquence. Si À est une application continue et isomor- 
phe (12.14 j) d'un espace normé complet X sur un espace normé com- 
plet Y, alors l'application inverse A”! est elle aussi continue. 

Démonstration. Dans ce cas, l'opérateur inverse A1 
est défini d’une façon univoque et est évidemment linéaire de même 
que À. En vertu du théorème b, l’image réciproque par l'opérateur 
A71 de tout ensemble ouvert G € X est l'ensemble ouvert AG € Y. 
En particulier, l'image réciproque de la boule {z: ,z| << £} con- 
tient une boule {y:]|y|-< 6}, ce qui signifie la continuité de l'ap- 
plication AL 

d. Conséquence. Si un espace vectoriel L est complet par 
rapport à chacune des deux normes | x |; et | z |2, alors l'existence d'une 
constante ci telle que l'z |3 > c1 | x |: pour tout x € L implique l'exis- 
tence d'une constante c, telle que | z 1 > c2 | x |2 pour tout x € L: 
les normes | x |; et | x |2 s'avèrent donc équivalentes (12.35). 

Démonstration. Considérons l'application identique A de 
l'espace normé X que l’on obtient en munissant L de la norme | x |, 
sur l'espace normé Ÿ que l'on obtient en munissant L de la norme 
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|z L. En raison de l'inégalité | x |: > c, | x l:, cette application 
est continue. Par hypothèse et selon c l'application inverse est con- 
tinue elle aussi, d'où le résultat cherché (12.714). 

e. Supposons qu'un espace complet X soit mis sous forme de 
somme directe de deux sous-espaces fermés X, et X:, de sorte que, 
pour tout vecteur x € X, on a une représentation unique 


Z=Ttrzn MEX, 2EX: 


L'opérateur P, qui à tout vecteur zx fait correspondre sa compo- 
sante x, s'appelle projecteur (ou projection) sur Le sous-espace X,; d'une 
manière analogue, l'opérateur P> faisant correspondre à tout vecteur 
z sa composante z, s'appelle projecteur (ou projection) sur le sous- 
espace X2. Ces opérateurs sont évidemment linéaires, mais il n’est 
point évident qu'ils soient continus. Nous verrons que les opérateurs 
P, et P, sont continus en supposant l'espace X complet, les sous-espa- 
ces X, et X: fermés, et en utilisant le théorème sur l'application 
ouverte. 

En plus de la norme initiale | z | == | x |, introduisons dans 
l'espace X la norme 

ITla= fm +1zl 


Il est évident que |zk vérifie les axiomes de la norme. Nous 
avons aussi [zh <|Zl1-+|Z2l =|zls Montrons que l'espace X est 
complet par rspport à la norme (Se Soit {x} une suite de 
Cauchy pour la norme |zk; il résulte de l'égalité | 20 —ztm) |, = 
_ a Re | que les suites {z{")} et {z{} sont de 
Cauchy pour la norme |z|. L'espace X étant complet, il existe 
les limites zx, = lim z{n), z,=—limz{m ; les sous-espaces X;: et X3 

no Looed' 2 
étant fermés, on a x, E X,, 22€ Xe. Posons z=z2: +7, Nous avons 
a en h+1ze—2z99 1 —+0, de sorte que zx est la 
imite de la suite {x} pour la norme |z£, ce qui démontre que X 
est complet par rapport à la norme |z/. En appliquant d on voit 
que les normes |z|, et |zk sont équivalentes; en particulier, il 
existe uno constante c telle que l’inégelité 


the ltmh+lzlh<eclzhe=cizi 
a lieu pour tout x € X ; maïs alors on ; eussi 
IPizl=fah<clztk, JPazl=læhi<clzl, 
ce qui démontre la continuité des opérateurs P, et P.. 
f. Soient toujours X un espace complet, somme directe de deux 
sous-espaces fermés X, et X2, et P, et P, les projecteurs correspon- 


dants. Soient A, un opérateur linéaire continu dans X, et A, un 
opérateur linéaire continu dans X2:. Définissons dans l'espace X 
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l'opérateur A d’après la formule 
Âz = À (z: + Ta) = Art + AT. 

L'opérateur À est évidemment linéaire. 

L'opérateur À est conttnu dans l'espace X. 

En effet, 

Âz = Ait: + At: = AP;z + A2P:z7 

et, les opérateurs P, et P, étant bornés dans l'espace X d’après e, 
nous avons 

| Az | I A Ie Pl z | + I A2 llHPallizl=cizl, 
ce qu'il nous fallait. 


12.73. Convergence d'une suite d'opéra- 
teurs linéaires. 


a. Dans {2.71b on a introduit la norme 
HA Il= sup |Az| 
Ix1<1 


dans l'espace L (X, Y) des opérateurs linéaires d’un espace normé X 
dans un espace normé Ÿ 
Une suite A1, A>, . .. d'opérateurs converge pour cette norme 
vers un opérateur À sl, pour tout e => O, il existe un numéro W tel 
que l'inégalité 
sup |Az—A;z|<e 
ii 
est remplie pour tout nr > N. 
b. Montrons que l'espace L'(X, Y) est complet si Y l'est. Soit 


Ai, Az, . .. une suite de Cauchy d'opérateurs linéaires de X dans Ÿ, 
de sorte que pour tout e >> O0 il existe un numéro W tel que l'inégalité 
Il As — An Il & € (1) 


a lieu pour n, m > N. Quel que soit z € X, nous avons d'après 
42.71 (1): 


Az — Anz| II An — Anlllz1<elzl, 


de sorte que les vecteurs A,z € Y forment une suite de Cauchy dans 
l'espace Y. L'espace Ÿ étant complet, il existe un vecteur y € Ÿ 
tel que y — lim A,z; posons y = Az et montrons que À est un 


opérateur linéaire borné qui est la limite (dans l'espace L'(X, Y)) 
de la suite A,. L'égalité 


A (az + By) = lim A, (œx + By) — lim (œAnzx + BAny) = 
sa lim A,z<+flim A,y=— aAzx+BAy 
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montre que À est linéaire. Ensuite, pour [|z{<1,ona 
| Az — Amt |=|(A—Am)z|=lim|(An—An)z|<e (2) 


en vertu de (1) et pour m > N'; il en résulte que À — A,,, donc 
aussi À, est un opérateur borné. Enfin, l'inégalité (2) montre que, 
pour m > N,on a l'inégalité 


[l A — Am [| < €, 
de sorte que À — lim A,, pour la norme de l'espace L (X, Ÿ),. 


Si Y est l'axe réel À), l'espace L'(X, Y) = L(X, /?,) est bien 
complet. Cet espace (celui de toutes les fonctionnelles linéaires con- 
tinues sur l’espace X) est appelé espace dual (ou dual tout court) de X 
et désigné par X*. 

c, En particulier, l'espace L (X, X) des opérateurs linéaires 
bornés dans un espace de Banach X est complet. Dans la suite il 
est désigné par L (X). 

d. Il arrive que les opérateurs A, A,, A2, . .. possèdent la 
propriété A,z— Az pour tout zæ € X, mais || A, — A || ne tend 
pas vers zéro. (Un exemple sera donné dans 12.75g.) Le lemme sui- 
vant nous sera utile: 

Lemme. Si les normes des opérateurs AÀ,, A2. . . . sont majorées 
par une même constante c et que la relation limite Ax = lim A,x soit 

fi où 
valable pour tous les éléments x d’un ensemble Q partout dense dans X, 
alors Âx — lim A,zx quel que soit x € X. 
no 


Démonstration. Soit z = lim z,, où zx, € Q. Pour un 


km 
e >> O donné, trouvons un numéri 4 de façon à avoir | z — z, | < 
<< e/(3c), puis un numéro N te] que l'inégalité | Az; — A,zx | < 
<< 8/3 ait lieu pour r > N. Alors, pour r > N, on aura 


[Az—Anz|<|Az— Az | +| Az — Aux | + 
+] Anzh—Antz|<|| A|||z—2x ++ 


+Alla—zi<e+r+etne, 
ce qui veut dire que Az = lim A,z. 


LL Z- :] 
Une suite d'opérateurs A,, A:, ... possédant la propriété 
AAz — Az pour tout z € X sera appelée fortement convergente vers 
l'opérateur À, et ce dernier opérateur sera dit limite forte de La suite À. 


12.74. Principe de la borne uniforme. 


a. Théorème (Banach et Steinhaus). Si les normes 
d’une suite d'opérateurs linéaires continus A,, A2, . . . d'un espace de 
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Banach X dans un espace normé Y forment une suite non bornée 


sup ||A; || = ©, 
ñn 


alors il existe, dans toute boule U, (x) — {7E X:12z— 20 | << p}, 
un point x tel que 
sup | An (x) |= ©. 


Démonstration. La suite des fonctions A, (x), A2 (x), … 
dont chacune est bornée dans la boule | z | 1 n’est pas bornée 
uniformément dans cette boule, Pour la raison d'homothétie, elle 
n’est uniformément bornée sur aucune boule |z | Sr. Qui plus 
est, elle n’est bornée uniformément sur aucune boule de la forme 
Us (zo) = (z: 12 — zo | Sr} car, si les vecteurs A, (x) et À, (zo) 
étaient bornés pour x € U, (xo), il en serait de même des vecteurs 
An (Z — Zo) = A, (x) — Ah (zo), ce qui est impossible puisque 
z — z, parcourt la boule de rayon r et de centre 0. Choisissons donc 
dans la boule U,(x,) un élément z,, | z, — zo | << p pour lequel 
la valeur de l’un quelconque des opérateurs A, (désignons-le pour 
le moment par A,) dépasse en norme l'unité: 


|A (mm) 1> t. 


L'opérateur A, étant continu, il existe une boule Us, (&) con. 
tenue entièrement dans la boule initiale U, (z°) et dans laquelle 


l'inégalité 
| |A (x)1> 1 
est satisfaite. 


Trouvons à l'intérieur de cette boule un élément x; et un opéra- 
teur A:(z) de façon à avoir | A; (x) | => 2, puis une autre boule 
U}, (zz) contenue dans la précédente en tout point de laquelle on a 


IA4(@1>2 (m<3p) 


En continuant nous aboutissons à une suite des boules emboîtées 
de rayons pi, Pa . .. tendant vers zéro. Pour le point z commun 
à toutes ces boules (qui existe en vertu de la complécité de l'espace X 
ot du lemme 3.744), on a les inégalités 


| A (x) 1> 1, |A:()1>2,.,., [A (DI>n, ...… 


ce qu'il fallait démontrer. 

b. Conséquence. Si A,, Az, ... est une Suite d'opérateurs 
linéaires continus d’un espace de Banach X dans un espace normé YŸ 
et si, pour tout vecteur x de l'espace de Banach X, la suite des vecteurs 
At, Az, . .. est bornée, alors les normes des opérateurs A;, A», ... 
sont majorées par une même constante. 
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c. Conséquence. Si une suite A,, A), . .. d'opérateurs 
linéaires continus d'un espace de Banach X dans un espace de Banach Y 
est telle que, pour tout x E X, Les vecteurs y, = A,z7 ont une limite 
y € Y, alors l'application A: {x — lim A,zx} est un opérateur linéaire 
continu de X dans Y. 

Démonstration. Soient z, et x, deux vecteurs quelcon- 
ques de l’espace X, «, et a: des constantes arbitraires. En passant à 
la limite pour r — 0 dans l'égalité A, (aix, + axe) = œA,z7, + 
+ a>A,z2 on obtient A (az, + @2t2) = AZ, + aLAzx:, de sorte 
que l'application A est linéaire. La suite des vecteurs A,z étant 
convergente donc bornée pour tout z € X, on voit, d'après b, que 
les normes des opérateurs À, sont bornées : || A, || < C. Par consé- 
quent, nous avons | À,z | < || A, [| SC pour tout zx, |z|<1, 
donc |Az|—=lim |[A,z|<€C; ainsi, l’opérateur A est borné 


dans la boule unité, donc continu, ce qu'il fallait démontrer. 

De plus, la suite des opérateurs A, converge fortement vers l'opé- 
rateur À (12.734). 

d. Le raisonnement précédent fournit l'estimation suivante pour 
la norme de l'opérateur A : 


IA 11 sup | A ||. 


On peut la préciser, Soit c—lim|AA||, et supposons que, pour 
un 80 donné, on dégage une sous-suite A,, (k— 1,2, ...) pour 
laquelle {| An, [<c-+e. Comme, évidemment, Az=lim A,,z pour 


tout EX, on a 
IL A f& sup [| An 1 & € + e 
d'après ce qui précède; vu que & est arbitraire, on a 
[A I < lim || A, fl. 
Dans certains cas concrets, on peut mettre le symbole << dans 
cette inégalité (on en verra un exemple dans 12,75g). 
e. Lomme. Supposons qu'une suite d'opérateurs À, converge 


fortement vers un opérateur À et une suite de vecteurs x, converge (en 
norme) vers un Vecteur zx. Alors Az — lim A,zx,. 


fr=+ 00 
Démonstration. En vertu du principe de la borne uni- 
forme, les normes des opérateurs A, sont bornées par une constante C. 
Donc 


| Az — A,z, | S | Ar — Az | + | Au — Aux, | 
SI(A—A,;)z1+CIz- xl. 


Les deux termes dans le second membre convergent vers zéro 
pour 7 —+ wo, ce qui démontre le lemme. 
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f. Dans a-e, on peut remplacer la suite d'opérateurs À, par uns 
fonction A (4) à valeurs opératorielles, définie sur un ensemble T7 — 
= {1} et la convergence pour 7 —+ 0 par la convergence suivant 
une direction $ définie sur l’ensemble 7 (4.12). 

Dans les paragraphes qui suivent nous exposons certaines appli- 
cations importantes du principe de la borne uniforme. 


12.75. Espace des suites bornées et ses 
sous-espaces. 


a. Désignons par X l'espace vectoriel de toutes les suites réelles 


bornées z — (£,, E:, . . .) avec les opérations usuelles (par coordon- 
nées) et avec la norme définie par la formule 
DÉTIENT 


Les axiomes de l'espace vectoriel normé sont vérifiés d'une façon 
évidente. De plus, l'espace X est complet ; on peut le démontrer direc- 
tement ou bien citer le théorème sur la complécité de l'espace 
R° (M) de toutes les fonctions réelles bornées et continues sur un 
espace métrique M (12.23f) ; dans le présent cas, cet espace métrique 
est l’ensemble des nombres naturels muni de la métrique usuelle de 
la droite numérique. 


b. Soit une suite de nombres réels f,, fo, ..., D fnl< 00. 
n=1 


Alors, pour tout z—(#£,,...,t,, ...)E X, l'expression 


f ()= à Es (1) 
est définie et l’inégalité 
(D I<suplén| 2 |fnl (2) 
a lieu. 


L'expression (1) représente, évidemment, une fonctionnelle 
linéaire sur l’espace X. L’Inégalité (2) montre que cette fonctionnelle 
est bornée sur la boule unité de l’espace X, elle est donc continue; 
de plus, sa norme a pour majoration 


If 2 1fnl- (3) 
Considérons la valeur de la fonctionnelle f pour le vecteur x; — 


= (Es, E, - . - ), où Ex = sgn fx (k = 1, 2, . ..). Notons que le 
vecteur z, appartient à la boule unité de l'espace X. Nous avons 


1 (0) = À fa sen fr = 2 EE 
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d'où 
N= sup1/@12>1/@01= ZA (4) 
En comparant les inégalités (3) et (4) nous voyons que 
UFN= 2 fn |. (5) 


Les fonctionnelles de la forme (1) n'épuisent pas l’ensemble de 
toutes les fonctionnelles linéaires continues sur l'espace X. Tout de 
même, pour certains sous-espaces de l'espace X, la formule (1) donne 
la forme générale de la fonctionnelle linéaire continue. L'un des 
sous-espaces de ce genre est considéré dans c. 

c. Désignons par ZX, l’ensemble de tous les éléments z — 
= (&:, É2, . . .) € X pour lesquels lim E£, = 0. 11 est évident que 


n—+0 
X 5 est un sous-espace dans l'espace X. Prouvons que ce sous-espace 
est fermé. Soit 


Im = {EN} CE Xo (m—=1,2,...) et z ={£n} = lim zn. 


Pour un e>>0 donné, trouvons un numéro m tel que |]zm—z{|| = 
= sup|£99—E£6,]<e/2 Puis trouvons un numéro p tel que pour 


n>p on a l'inégalité LEE] < e/2. Alors, pour tout n>p, on a 


également |En|<|En — Eg] + |JEM]<e, ce qui signifie que 
lim n=t0. 
CET. 


L'ensemble Xo étant fermé dans un espace complet X, l’espace 
normé Xo est complet. 


d. Posons à présent e, == (0, ..., 0, 4, O0, ...), où f occupe 
la n-ième place. Pour tout x = (Ë,, E», ...) € Xo, nous avons 
m 
Îz— X Enen]l= 1 Œ ++, Ems Bmet ve.) ee Emi 0.) 
=11(0, ...,0, Em, Emy2, + - .} | 


et, si le nombre }Æ est choisi pour un e=-0 donné de facon à 


m 
avoir [Em|<<e pour m > AN, nous obtenons Âz— D Enen [ <<£ ; ainsi 
f 


T— S Een, 


la série étant convergente par rapport à la norme de l'espace X:. 
En particulier, nous voyons que l’ensemble des z = (E,, E:, ...), 
pour lesquels toutes les coordonnées £, à partir de l’une quelconque 
sont nulles, représente un ensemble partout dense dans X,. 
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e. Supposons qu'une suite {/1} soit telle que la série X fiëx 
L 


converge quel que soit z={£}€ Xo. Alors la série 21h | converge 
elle aussi. En effet, considérons les fonctionnelles linéaires 


En (= D fax (n=1,2,...). 


Par hypolhèse, les valeurs de ces fonctionnelles ont une limite pour 
n —+ oo quel que soit z € Xo. Alors, d’après 12.74b, les normes des 
fonctionnelles æ, sont majorées par une même constante €. En appli- 
quant (5) on a pour tout nr l'inégalité 


pi DiAI<E, 


d'où la convergence de la série > |/,|. 
1 


f. Montrons à présent que l'expression (1) fournit la forme 
générale d'une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace X5. Soit 
f(x) une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace X4 Posons 
f(ex) = fn et formons la suite des fonctionnelles linéaires continues 


Pr (TZ) = 2 fEn(n=1,2,...). Puisque l'égalité x = à Enex a lieu 
hu _ 
pour tout z€ X, et la fonctionnelle f est continue, on a 
f{@)=1(Dte)e D Exf(ex)= 2 Enfn 
han hum hi 
pour tout z€ X,. Nous voyons que la fonctionuells / agit selon 


la formule (1), la série 21fal étant convergente en vertu de e. 


Notre proposition est donc démontrée. 
Notons encore que la norme ||/|l, de la fonctionnelle f dans 


l'espace X, est égale à sa norme ||{||= >|/f.1 dans X tout entier. 
L 


En effet, il est évident que | f{b<{||/]|. D'autre part, en appli- 
quant la fonctionnelle f au vecteur x, —{sgn f,,...,sgn/f,,0,0,...}E Xo 


nous avons fn)= D hnsgn fa Di fl d'où lfb> 21/1 pour 
tout r—1,2,..., de sorte que ||flb> >|fxl. Par conséquent, 
1 


Il f 1lo = 21= If ce qu'on affirmait. 
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g. Considérons en particulier la fonctiounelle g, (zx) = Ex, (qui 
à tout vecteur x fait correspondre sa &-ième coordonnée). Elle si 
déduit de (1) en posant jf, = 1, /,, = O0 pour m = k. La norme de 
cette fonctionnelle vaut 1 quel que soit 4 = 1, 2, ... De pluse 
pour tout z = (Ë,, Ez, ...)E Xo,ona 


lim En (x) = km En = 0. 


Ainsi, la suite des fonctionnelles g, converge fortement vers zéro 
pour # — oo (12.734) bien que leurs normes ne le fassent pas. 

h. Désignons par ZX, l’ensemble de tous les éléments zx — 
= (Ë1, Ex - . .) € X admettant la limite finie de la suite E, pour 
n — oo. L'ensembie X; forme, évidemment, un sous-espace de l’es- 
pace X et contient le sous-espace X, et l'espace unidimensionnel 
{le} des éléments de la forme Àe = {À, À, À, ...}: il est évident 
que À, est la somme directe de deux sous-espaces mentionnés. Le 
sous-espace X, est fermé dans l'espace X ; on peut le démontrer direc- 
tement ou bien citer le théorème 12.23f on remarquant que À, 
peut être considéré comme espace de toutes les fonctions bornées 
et continues sur l'espace métrique composé des nombres naturels 
4, 2,... et du symbole æ, avec une métrique dans laquelle les 
nombres 1, 2, ... sont isolés et oo —= lim nr (cf. 3.35f). 


for D 
i. Dans le sous-espace X, il y a déjà une fonctionnelle linéaire 
continue qui n'est pas de la forme (f}), notamment 


L(z)= lim En. 


Si l’on pouvait la mettre sous la forme (1) avec certains nombres 
fa les - - +, de sorte que 


alors, en posant z —e,, on obtiendrait L(e,,) = fm—0 (m—1,2,...); 
mais dans ce cas, pour æ—e—(1,1,...), on aurait L(e)— 


= D f,°1—=0 on contradiction avec L(e) — lim 1 —1. 
hooi 


Ainsi, la fonctionnelle L (x) n'est pas une fonctionnelle du type 
(1). Or elle est la limite forte (12.73d) de fonctionnelles de la for- 
me (1) sur l’espace X, : évidemment on a, pour tout x € X:, 


L (z) ro ga (x). 


12.76. Sommation de suites bornées. 

a. Nous savons qu'il existe des suites bornées, mais non conver- 
gentes, de nombres réels. Proposons-nous d'étendre la notion de limite 
d’une suite convergente aux suites de nombres réels qui divergent 
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eu sens usuel du mot, Autrement dit, il s’agit de faire correspondre 
a toute suite z = {a,} d'un sous-espace fermé X* € X contenant 
le sous-espace X, des suites convergenies un nombre Lim a, appelé 
limite généralisée et vérifiant les conditions naturelles suivantes: 

4) Lim (aa, +b,) = aLim a, + fPLim b, quels que soient 
des suites {a,} et {(b,} de X* el des nombres réels a et B; 

2) Lim a, = lim a, pour toute suite convergente a, ; 

3) Lim a, est une fonctionnelle bornée et continue sur X*. 

b. En tant qu'exemple, considérons la limite au sens de Cesàro. 
Par définition, la limite au sens de Cesàro d’une suite {a,}, désignée 
par C-lim a,, est égale à la limite ordinaire (si cette dernière 
existe) de la suite des moyennes arithmétiques des a, : 


a+... +#an | 


n— 

On peut montrer que la limite de Cesàro vérifie les conditions 
1}-3) sur son domaine d'existence; nous n'insistons pas là-dessus, 
parce que, un peu plus bas, un théorème plus général sera démontré. 
Notons que la limite de Cesàro peut bien exisler dans certains cas où 
la limite ordinaire n'existe pas. Il est, par exemple, évident que 


C-lim (0,1,0,1,...)}=+, 


c. Les fonctionnelles de la forme 12.75 (4) ne conviennent pas 
pour la construclion d'une limite généralisée, parce que même la 
limite ordinaire lin E, sur le sous-espace À, ne peut êtro mise 


n—0o 
sous cette forme (12.75i). La limite ordinaire est, on l’a vu dans 
12.75i. la Jimitc forte des fonctionnelles spéciales de la forme 
12.75 (1) ; il faut donc étudier la possibilité d'obtenir une limite géné- 
ralisée comme limite forle de fonctionnelles 12.75 (1). Pour avoir une 
suite de fonctionnelles de cette forme, on doil se donner une matrice 
infinie T = || £um |! #, m = À, 2, ... dont les lignes définissent 
les fonctionnelles 


œ 


Th (z) = > thmËm. 
me 1 
S'il exisle la limite ordinaire de ln suite des nombres T, (zx) pour 
k — oo, nous l'appelons T-limile de la suite {E,} et désignons 
T(z)=imT,(z)= T-lim En. 
h—œ no 

Comment doit être la matrice 7 pour que le domaine de défini- 
tlon de la fonctionnelle T (x) contienne toutes les suites convergentes 
et pour que les conditions 1)-3) caractérisant une limite généralisée 
soient satisfaites? La réponse est donnée par le théorème suivant. 
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Théorème (Toeplitz). La fonctionnelle T (x) est une 
limiie généralisée si, et seulement si, les conditions suivantes sont 
vérifiées : 


Ÿ ltxml<cC, où c ne dépend pas de k; (1) 
mi 
lim D hi = 1; (2) 
Ame m1! 
limium—0 (m=1,2,...). (3) 
k— 


Démonstration. Prouvons la nécessité des conditions 
(4)-(3). Si la fonctionnelle T (x) est définie, il en est de même de tou- 
tes les fonctionnelles T, (z) pour n'importe quelle suite z = {E,} 
convergeant vers zéro. Il en résulte en vertu de 12.75e que chaque 


série ©) | {Km | Converge. Ensuite, d'après le théorème de Banach- 


m=—l 

Steinhaus 12.74b, il découle de la convergence de la suite T, (x), 
pour tout z € X,, que les normes des fonctionnelles T, sont bornées; 
en écrivant Ces normes comme dans 12.75b nous voyons que la condi- 
tion Ga) est vérifiée. En appliquant la T-limite à la suite zx = 
— (1, 1,...) nous voyons que la condition (2) est aussi vérifiée. 
En appliquant la T-limite au vecteur e, (12.754) nous établissons 
la condition (3). 

Démontrons à présent que les vuditionsg (1)-(3) sont suffisantes 
pour que la fonctionnelle T (zx) soit une limlte généralisée. 

Si les valeurs T (x) = a T, (z) et Ty) = lim T, (y) sont 

ho 


définies pour certaines suites z — {E,} et y = (n.}, elors le nombre 
T (az + fy) = lim T4 (ar + fy) = alim T, (z) + B lim T;(y) est 
défini quelles que soient les constantes a et B; ainsi le domeine de 
définition X+ de la fonctionnelle T (x) est un espace vectoriel, la 
fonctionnelle elle-même étant linéaire sur ce domaine. Pour la 
suite e = (1, 1, 1, ...), nous avons: 


Tr(e)= D tam, T(e)=limT;(e)=lim À tam=1 
LR | Ro ho m=L1 
en vertu de la condition (2). Par conséquent, lorsqu'on vérifie l'éga- 
lité (2) figurant dans la définition d'une limite généralisée, il suffit 
de se borner aux éléments z € Xo. En vertu de la condition ({), 
les fonctionnelles T, dans l’espace X', sont bornées en norme par la 
constante c. Ensuite, pour les éléments x = (£,, . .., £,, O, O, ...), 
n 


nous avons lim T, (z) = lim DiimËm —0 d’après la condition (3). 
h—æm 1 


Ces éléments formant un ensemble partout dense dans X, (12.754), 
le résultat cherché découle du lemme 12.734. Enfin, le fait que la 
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fonctionnelle T (x) est bornée sur le sous-espace X+ résulte de 12.74e, 
et 12.74d fouruit la majoration de la norme 


IT |1< lim [Ti] = lim ÿ | £an |: 
. 


Comme Te = 1, on a une minoration de la norme 
NT 2 1. 

Il reste à montrer que le sous-espace Xr est fermé dans l’espace X. 
Considérons la fermeture X-+ du sous-espace Âr. L'ensemble X7 est 
partout donse dans X#r, les fonctionnelles T, (x) convergent en tout 
point æ € Xr, leurs normes étant bornées: vu 12.734, il en résulte 
que los fonctionnelles T; (x) convergent aussi sur Xr. Nous voyons 
que le domaine de convergence X+r de la suite T,; contient sa ferme- 
ture Xr: donc, Xr — Xret le théorème est complètement démontré. 


12.717 Excmples. 
a. À la limite ordinaire lim E, (qui n'est définie que sur X4), 
il correspond la matrice 
1:0 0:::: 


CC 


b. La limite de Cesäro (12.76b) est donnée par la matrice 
1 O0 0 
1/2 1/2 0 
1/3 1/3 1/3 ... 


pour laquelle les hypothèses du théorème de Toeplitz sont remplies ; 
la iimite de Cesàäro possède donc toutes les propriétés d’une limite 
généralisée. 

c. En tant que troisième exemple nous signalons toute une classe 
de matrices qui contient les deux ee comme ses Cas parti- 
culiers. Soient po 0, m1 >0, ps >0,... une suite et P, = 


_S Pr (nr = 0, 1. 2, ...): alors la matrice 
U 


1 0 0 se "Ù 
P1/P1 Po!Pi 0 Sue 1) 
P2!Pa P1/Po nee .. 0 


0 9% + + 
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définit une méthode de sommation due à Voronoï. Les conditions (1) 
et (2) du théorème de Toeplitz sont ici immédiates. La condition (3), 
pour m = 1, est équivalente à la condition p,/P, —+ D; or, puisque 
Pn-m Pn-m 
Bet Poe 
(3) résulte de la condition p,/P, — O0 pour tout m. Par conséquent, 
la condition pn/P, —+ 0 est nécessaire et siffisante pour que la matrice 
de Voronoï soit une matrice de Toeplitz. Si po = 1, p1=ps =... = 
= 0, on revient à la sommation ordinaire ; Si Po = = Ps —...—= 
= 4, on retrouve ja sommation au sens de Cesàro. 


12.78. Signalons encore quelques propriétés des T-limites. 

a. Pour certaines T-limites, l'espace Xr peut se confondre 
avec l'espace ZX, comme c'est le cas pour la limite ordinaire 
lim E,. On se demande comment séparer ces cas « pou intéressants» 


de limite généralisée. Il y a un théorème de A. Broudno [2], d'après 
lequel Xr = X, si, et seulement si, il existe une constante 8, telle 
que, pour tout z = {E,} € X, on a l'inégalité 


Em Ta (2)|>60 Fm [En | 


Pourtant, cette condition est assez dure à vérifier. Il y a encore 
une condition de l'égalité Xr — À, en termes des nombres 4,, eux- 
mêmes, mais elle n'est que suffisante (Agnew): Xr = X, si l’iné- 
galité 

lim ÿ [nn — D tanll> 0 
ns han 


næ 7 
a lieu [18]. 

b. D'autre part, est-il possible de construire une matrice 7 pour 
laquelle Xr = X? Cela s’avère impossible (cf. exercice 8). Tout 
de même, il résulte de certaines considérations d'ordre général qu'il 
existe une limite généralisée Lim E, définie sur tout l'espace X et 
telle que LimE, — LimE£,+4, [20]; cependant, une telle limite 

LT 3 nc 
généralisée ne peut être donnée par une formule explicite. 

c. Pour certaines matrices 7, la quantité T(z) paut sortir de 

l’intervalle Az= {lim En, limEË,| contenant toutes les valeurs 


d’adhérence de la suite E». Ceci a lieu, par exemple, pour la 
matrice 
2 —10 00 O0... 


0 02—10 O... 
0 00 02—1... 


et pour l'élément z = (1, 0, 1, 0, 1, 0, .,.). 11 est naturel de 
poser la question suivante : quelles sont les conditions à imposer à 


8—-2286 
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la matrice 7 pour que toutes les valeurs d’adhérence de la suite 
T, (zx), Tz (x), . .. (pour tout x € X) appartiennent à l'intervalle 
A (x)? La réponse est donnée par le théorème suivant de Robinson 
(cf. exercice 9): la propriété demandée a lieu si, et seulement si, 
lim I[T, |! = 1. 

= D 
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12.81.a. Un espace normé U qui est en même temps une algèbre 
(12.18a) s'appelle algèbre normée si z, — x (par rapport à la norme 
de U) implique z,y — zy et yz, —-yz pour tout y € U. 

b, Alnsi, l'ensemble L (X) de tous les opérateurs bornés agissant 
dans un espace de Banach X est un espace normé complet (12,73b) 
el en même temps une algèbre (12.19i, 12.717). Dans cette algèbre, 
la norme satisfait à l'inégalité 12.71 (2) 


I AB I < ITA ITR 1 (1) 


il en résulte que L(X) est une algèbre normée: notamment, si 
A, — À et si B est un opérateur quelconque de L (X}, alors on a 


[1 AB — ABII= IF (A3 — A)BIT< IA — AI B 1-0 


de sorte que À,B —+ AB, 

c. 11 se trouve qu'une inégalité du type (1) est valable pour n'im- 
porte quelle algèbre normée complète, après le passage à une autre 
norme (on le verra dans 12.88). C'est pourquoi on peut remplacer la 
condition de continuité de la multiplication sous la forme « x, — zx 
implique z,y- zy et yz, —yz pour tout y» par une condition plus forte 


lzyl<1zf1y] (2) 


quels que soient x et y de U. 

d. Dans ce qui suit nous supposons, en plus de l'axiome (2), 
qu'une algèbre normée considérée possède une unité e (12.18c) et 
que |e | = 1. (La dernière supposition est satisfaite automatique- 
ment dans l'algèbre des opérateurs linéaires agissant dans un espace 
normé X, l'unité étant l’opérateur identique.) 


12.82.a. L'unité d'une algèbre normée, comme de n'importe 
quelle algèbre, est un élément inversible car ee — e. Montrons que 
dans une algèbre normée complète U, toute la boule {z: |e— zx |<1} 
est formée des éléments inversibles. 

Pour le démontrer, considérons la série 


y=e+(e—z)+(e—2) +... (1) 


D'après la condition (2), on a |[(e— zx) | S |e — x |", donc 
la série converge en vertu du critère de Weicrstrass 12 37c. En la 
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multipliant par z = e — (e — x), nous avons 
yle—(e— z)l — 
= (e+(e—z)+(e— 2) +... —[(e— zx) +(e —2}ÿ 4...1—e 


Par conséquent, la somme de la série (3) est justement l'élément 
inverse de z. 
b. 11 résulte de l'estimation 
le—7rl 
le—yl=1(e—z)+(e—z) +... or ons mg 
que z —+ e implique y + e. On peut dire que l'opérateur (non linéai- 
re) de multiplication par y = z°! est continu pour x = e. 


12.83.a. Désignons par © l'ensemble de tous les éléments inver- 
sibles d'une algèbre normée complète U. Montrons que © est un 
ensemble ouvert dans U et l'opérateur zx”! est continu sur tout Le O. 

Étant donné que zz”l = e, on a, en vertu de (2) pour tout À Lel 
que l[hA|<1Aztl:|{+h)ztlel  LhzTI KIA | (ZT |< 
< 1, de sorte quo l'élément (x + k) x”! est inversible d'après 12.82a, 
ie. qu'il existe un élément z (k) tel que (x + h) z'!z2(h) — e. Mais 
alors z + h est aussi inversibls: : son inverse est évidemment l'élé- 
ment z{z(h). Si k + 0, alors (zx + h)z°— 111 = e, de sorte que 
z(h)— e en vertu de 12.82b; il en découle (x + k)"1 = z-1z(h) + 
+ z”l, ce qui démontre la continuité de l'opérateur z”! sur l'enseni- 
ble. O. 

b. Nous avons vu qu’un élément inversible z appartient à l'en- 
semble © avec une boule de rayon r => 1/| z-! ]. Ceci veut dire que 
tz1 | > 1/r; ainsi, lorsque z s'approche de la frontière de l'ensem- 
ble ©, nous avons, bien entendu, r — 0, et la norme de i'élément zx”! 
augmente indéfiniment. 


12.84. Un élément non inversible 2 se trouvant sur la frontière 
du domaine © est un « diviseur généralisé de zéro »; ceci veut dire 
qu'il existe une suite d'éléments 44, y», . . . telle que |y, | c > 0, 
mais Zÿn > 0. À savoir, nous posons y, = 25!/| x3' |, où x, EO ct 
Tn — Z. Alors | Zÿn | L (2 — Zn) Un | + | ZnUn [K13— 2% | + 
+ 1/|z73t | — 0 (12.83b), ce qu'il nous fallait. 

En général, tout diviseur généralisé de zéro z n'est pas inversible, 
car. pour un 2 inversible, zy, —+ O0 implique z"?zy, = y, +0, Mais 
un élément non inversible qui n'est pas une limite d'éléments inver- 
sibles peut bien ne pas être un diviseur généralisé de zéro 
(exercice 10). 


12.85.a. Une algèbre complexe normée et complète U sera appe- 
lée par la suite algèbre de Gelfand. 

Quel que soit un élément z d'une algèbre de Gelfand, l'expres- 
sion e — ÀArest un élément inversible pour n'importe quels À coin- 


8e 
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plexes suffisamment petits, par exemple pour [À |<1/| x |siz0O; 
donc, on a d'après 12.82a : 


(e— Ar) = 6e + Àz + Mr +... (1) 


Le rayon de convergence exact de la série (1) vuut (12.66) 
—— 1 * 
Tiny lat 


nn 


p (2) 


dans le cas où p = , la série converge dans tout le plan des À. 

L'élément x — Le est inversible pour tout | a | suffisamment 
grand, par cxemple pour [nu | = | x |; cela résulte directement de la 
formule x — pe = —p(e — ur), L'ensemble de tous les ju pour 
lesquels l'élément z — ue n'est pas inversible s'appelle spectre de 
l'élément x, La fonction (x — ue)! est définie sur le complémen- 
taire du spectre. D’après 12.83a, ce complémentaire est un ensemble 
G ouvert daus le plan des l, le spectre étant fermé. Ensuite, il résulte 
de 12.83a que (z — ue)! est une fonction continue de U (à valeurs 
dans U) dans le domaine G. Montrons que, de plus, elle est une fonction 
analytique (12.66) sur G. On a l'égalité 


[UD EU | (2 (qu + h)e) (2 — pe) = 


Ls=n)(@=(UH+Hhe) (3) 


qui moutre que l'élément entre crochets est inversible ; son inverse 
(æ—(p+h)e)(z— ue) a la limite (z— ue)” lorsque k — 0, 
d'où l'existence de la limite 


lim =ut+?) D — EH — ((z—pe}T (4) 


A—+0 


Cela veut dire que (z — ue)! est une fonction analytique dans 
le domaine G. ce qu'il nous fallait. 


b. Théorème. Le spectre de tout élément x d'une algèbre 
de Geljand U n'est pas vide. 

Démonstration. Soit lune circonférence dans le plan 
des u de centre au point 0 et de rayon r>|z2|. Considérons l'inté- 


grale 
I = _. p (z— pue)! du (5) 
r 


(qui existe en vertu de la continuité de la fonction (x — pe)? sur la 
ligne T). Calculons-la en faisant la substitution p7? = À ei en utili- 
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sant le développement (1) et les formules 10.33a. Nous avons : 


Nr sise 1 À 
1h pates à amd 


(u|=r [AS 1/r 
œ 3 L--] 
+ $ part De @ aa 
(AI=1/r m=0 m=s0 IA=1/r 


Or, si le spectre de l'élément x était vide, la fonction (x — ue)! 
serait analytique dans tout le plan des pu, et l'intégrale (5) serait nulle 
d'après le théorème de Cauchy. Le théorème est démontré. 

c. Conséquenco (théorème de Gelfand-Mazur), Si une 
algèbre de Gelfand U est un corps, ie. si tout son élément x non nul 
admet un inverse, alors l'algèbre U est le corps des nombres complexes. 

En effet, soient x un élément quelconque de l'algèbre U et pu un 
nombre de sou spectre, de sorte que l'élément z — ue n'ait pas 
d’inverso. Or, par hypothèse, le seul élément qui n'ait pas d’inverse 
est O0, donc zx — pe = 0, x = pe, ce qu'il fallait démontrer. 


12.86.a. Considérons le cas où l'algébre U est l’algèbre U (C,) 
de tous les opérateurs linéaires dans un espace C, de dimension 
finie doté d’une norme quelconque (nous avons vu dans 12.35e que 
chaque norme dans C, est équivalente à n'importe quelle autre). 
Tout opérateur linéaire À est dans le présent cas continu, car les 
coordonnées du vecteur Ar sont des fonctions linéaires, donc conii- 
nues, des coordonnées du vecteur z. Ainsi, l’algèbre U (C,) se confond 
avec l’algèbre L (C,) de tous les opérateurs bornés dans l’espace C,.. 

Le spectre, au sens de la définition 12.85a, de l'élément A est dans 
ce cas l'ensemble de toutes les valeurs propres de l'opérateur A: en 
effet, l'opérateur À — UE n'est pas inversible si, et seulement si, 
det [|A — nE || = 0; or, c'est l'équation définissant les valeurs 
propres de l'opérateur A. Nous voyons que la définition du spectre 
dans 12.85a est équivalente, pour le cas en question, à la definition 
du spectre d'un opérateur À donnée dans 12.194, Le spectre d'u 
opérateur À dans 12.{9d, avoc ses multiplicités, nous a permis de 
mettre d'une façon isomorphe l'algèbre de tous les opérateurs P (A) 
sous la forme de l'algèbre des corpus sur le spectre de l'opérateur A; 
il a aussi permis de construire un épimorphisme de l'algèbre U (G) 
des fonctions analytiques dans un domaine G contenant le specire 
sur l’algèbre P (A), 

b. Il s'avère que les morphismes analogues existent dans le cas 
général de n'importe quelle algèbre de Gelfand. Soit S = S, le spectre 
d'un élément z € U ; nous savons que S est un ensemble non vide fermé 
et borné dans le plan complexe. Soit U (S) l'algèbre de toutes les 
fonctions analytiques / (À) sur l'ensemble S (chacune d'elles est ana- 
lytique dans un domaine contenant l'ensemble S', 
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Théorème, JL existe un morphisme de l'algèbre U (S) dans 
l'algèbre U qui transforme la fonction f (À) == 1 en e, la fonction 
f(Dæ% en l'élément x et toute suite de fonctions f, (À) (n — 
= 1, 2, ...) qui converge vers une fonction f (À) uniformément sur 
un domaine H => S en une suite d'éléments j, € U convergeant en norme 
vers l'élément f qui correspond à la fonction f (À). 

Démonstration. Le morphisme cherché est donné par 
la formule 


f= mr Pe—2) 11 (Rd, (4) 
c 


où l'est un contour formé se trouvant dans le domaine d’analyticité 
de la fonction j (À) et contournant (une fois) l'ensemble S. En vertu 
du théorème de Cauchy, l'intégrale (1) ne dépend pas du choix de 
ce contour. Le fait que la fonction j (À) = 1 devient, par l'applica- 
tion (1), l’éléinent e est prouvé dans 12.85b ; on démontre de façon 
analogue que la fonclian f (À) sm À devient l'élément zx. J1 est évi- 
dent que la formule (1) définit une application linéaire de U (S) dans 
U ; il nous faut montrer que le produit de deux fonctions f (À) et 
g (à) devient produit des éléments correspondants f et g. 
Nous partons de l'égalité 


Re—a) que ay = LD te DT (2) 


qui se déduit de 12.85 (3) en remplaçant u + h par À. Considérons 
deux courbes fermées l',;et l',contournant l’ensemble S dans le domai- 
ne d’analyticité commun aux fonctions f (À) et g (À), de sorte que 
la courbe l, enveloppe la courbe l'; sans avoir avec elle de points 
comniuns. En intégrant l'égalité (2), multipliée préalablement par 
f (À) g (u)/(2xi}?, d’abord le long de la courbo l'}, puis le long de r, 
cten permutant les intégrations d'après 10.24, nous avons 


5 Pe—a) if (A da Plue— 21 g (u) du = 
r, r, 
2 $ hearts {PER a+ 
r'} Ty 


1 : 1 À) dà. 
1e eat et {at LEE} au 
lg r'; 


+ 


Comine à est un point intérieur du domaiue limité par la courbe [,, 
la première intégrale entre accolades vaut g (À); comme p est à l ex- 
térieur du domaine limité par la courbe l'}, la deuxième intégrale 
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entre accolades est nulle. Définitivement, nous avons l'égalité 


4 1 
er P (ea) (Ad À (He— 2)! g (u) du — 
r'y l'y 

= É (he — 2)" f (À) g (A) A 
= 77 D(Ae— 2) 1f(A)g (à) 

: 

! 
qui moutre que la formule (1) fait correspondre au produit de deux 
fonctions f (À) et g (À) le produit des éléments correspondants f et g. 

Examinons]la dernière affirmation du théorème. Supposons qu une 

suite de fonctions f, (À) converge vers une fonction f(A) unifor- 
mément dans un domaine G contenant l’ensemble S. Choisissons un 
contour fermé T dans le domaine G; nous aurons l'estimation 


If =] ge É Gear ]< 


<sup{f (A)— fn (A) À Ge 2) ITA. 
Er r 


d'où lim ||f — f, || = 0. Le théorème est démontré. 
n + 


Notons que l'application (1) n'est en général pasun monomorphisme 
et peut lransformer une fonction f (À) sé 0 en lelément nul de 
1 algèbre U. 

c. En particulier, pour tout élément x € U, sont définies les fonc- 
tions e!*, cos x, sin {z; les propriétés d'un morphisme impliquent 
l égalité 

etat ta)x — ptixptaz (ti, AE C). 

Il résulte de la dernière affirmation du théorème que ces fonc- 

tions peuvent également être définies à l’aide de séries de puissances : 


L--] 
nn 
et" = >» | 
n | 
u 


e2 {4 
cosiz=Î—- rt —. rs 


£ LR ls 
sin T=lt—-— +ST —,.. 


12.87. On peut caractériser le spectre de tout élément de la 
forme f (x): 


Théorème. Sif(À) est une fonction analytique sur le spectre 
S d'un élément x € U, alors le spectre S,,., de l'élément f (x) (12.86b) 
se confond avec l'ensemble des valeurs de.f (À) pour À € S.. 

Déménstration. Soient A € S,;, Mo = f (M). La fonc- 
tion analytique f (À) — 5 s'annule pour À = À,, donc admet la 
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représentation 
(A) —Ho = (À — À) & (À), 


où g (À) est encore une fonction analytique dans le même domaine 
que f (À). En vertu des propriétés d’un merphisnie f, nous avons 


f(&)—hHoe = (x — À) g (x). 


Or, si f(r) — po est inversible, z— À% l'est aussi (avec 
g (x) ( (x) — Ho)! pour inverse), co qui contredit la supposition. 
Donc mo ES} Réciproquement, soit Ho € Shx,; il existe un 
Ào € S, tel que f (A5) = Lo. En effet, si la fonction / (À) — lu, ne s'an- 
nulait pas sur S,, alors la fonction g (À) = 1/[f (À) — ol serait 
analytique sur l'ensemble S,, et l'élément correspondant g (x) E U 
serait l'inverse de f (z) — uw. ce qui contredirait la supposition 
Ho € Sem Le théorème est démontré. 


12.88. Revenons au problème de changement de normo d’une 
algèbre U avec la multiplication continue (i.e. tolle que zx, + x 
implique z,y—-2y et yz, — yz) ayant pour but de satisfaire à la 
condition 12.81(2). 


Théorème. Pour toute algèbre normée complète U possédant 
une unilé, avec | z |, pour norme, tl existe une norme équivalente |\ z |, 
pour laquelle | e |, =1, | zy LL: | x la | y la quels que soient zet y de U. 


Démonstration. Tout élément z de l'algèbre U engendre l'opérateur 
A, de multiplication par + selon la formule A,y = zy. 11 résulte de l'hypothèse 
«t des propriétés d'une algèbre que A, èst un opérateur linéaire continu. Dans 
l'algèbre {D de tous les opérateurs linéaires continus agissant dans U, les 
opérateurs de la forme A, forment une sous-algébro V à laquelle l'opérateur 
unitaire E — A, sert d'unité. 

Eu raison de l'associativité de la multiplication, nous avous A, (yz) — 
= zyz) = (zy) z = (A,y) s. 1} est aisé de voir que celte propriété caractérise 
les opérateurs do la sous-algèbre V. En effct, si un opérateur A est tel que. quels 
quo soient y et z de U. on & l'égalité A (ya) = Ay:z. alors en posant Ae = x 
nous avons Ay == À (ey) — (Ace) y = zy, C'est-à-dire quo À est l'opérateur de 
mulliplicution par r. 

Ayant élablre cette propriété montrons que La sons-algèbre V est fermée dans 
l'algèbre L (U). Supposons que les opérateurs A,, A2. . .. de V convergent (par 
rapport à la normo de L (U)} vers un opérateur A. Alors A, converge vers Ar 
pour tout x € U. La multiplication étaat continue, nous. avons A (ry) = 
= lim A, (zy) = lan (A,z-y) = lim A,z:y æ Az:y, d'où, d'eprès ce qui 
précède, A € V. 

Comme l'algèbre L (U) est complète (12.738), la sous-algèbro Y = L (L) 
ferméo tlans 20 est complèto elle aussi en tant qu'espace normé, avec lu norme 
de L (U). A présent nous avons deux normes dans l'algèbre U: 17: Jel 


IzLe)NALl— sup |'Axyh = sup }zxyli 
PTTES | IE 
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l'algèbre U étant complète par rapport à chacune d'elles. Ensuite, nous avons 


_JIzh 
1 eh” 


lélælAel=NEN=t, 1rl= sup av > [8 
1vl1< 1 lels 


d'où 
1 
ï< c zh, (= 5 
fzl>cizh à RE 


D'après 12.724, les normes ] r ], et ] x ]: sont équivalentes, ce qu'il fallai! 
démontrer. 
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12.91. Un opérateur lineaire borné À agissant dans un espace de 
Banach X appartient à l'algèbre L (X) de tous les opérateurs linéai- 
res bornés agissant dans l'espace X. En tant qu'élément de cette 
algèbre il possède un spectre $, (12.85a) qui est | ensemble des nom- 
bres complexes À pour lesquels À — ÀE n'a pas d'opérateur inverse 
borné. Dans le cas de dimension finie (X = C,), le spectre de l’opé- 
rateur À se réduit, comme nous l'avons vu dans 12.86a, à un nombre 
fini, par exemple », de points distincts qui sont les valeurs propres 
de l'opérateur A. Nous savons que l’espace C,, est alors décomposable 
en somme directe de m sous-espaces invariants dans chacun desquels 
l'opérateur À a un seul point pour spectre et admet une descrip- 
tion complète (12.17/}. En cas de dimension infinie, le spectre de 
l'opérateur À est un ensemble compact non vide du plan, inclus dans 
le cercle | À | S || À || ou bien, plus exactement, dans le cercle 


[AIS Tim I A" || (12.85a); dans le cas général, on n'y peut 


nr 
rien ajouter (cf. exercice 11 où l'on construit un opérateur ayant 
pour spectre un ensemble compact arbitraire du plan). 


12.92.a. En cas do dimension infinie, un nombre À appartenant 
au spectre d’un opérateur À n'est pas forcément une valeur propre 
de l'opérateur À. On peut même dire que, dans ce cas, c’est non 
plus la notion de valeur propre qui devient naturelle, mais celle de 
valeur propre généralisée : on appelle ainsi un nombre À qui admet 
une suile de vecteurs 21, 22, . .. telle que 1x, [> c=0 et 
Az,— Àx, — 0. Toute valeur propre d'un opérateur en est évidemment 
une valeur propro généralisée. Toute valeur propre généralisée d'un 
opérateur À appartient à son spectre ; en effet, si l'on a Az, — Àz,, —+ 0 
pour une suite x, et que l'opérateur À — ÀE admetie un inverse bor- 
né, alors x, = (A — ÀE)"!'(A — ÀE) x, —+ 0, 

b. Montrons à présent que tout point sur la frontière du spectre 
d'un opérateur À est sa valeur propre généralisée. Soit À un point sur 
la frontière du spectre ; comme À — ÀE est la limite des opérateurs 
inversibles À — UE, où u 6 SA, l'opérateur A -- ÀE est un diviseur 
généralisé de zéro en verlu de 12.84. donc il exisle une suite d'opéra- 
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teurs P, telle que ||P, || > c=0, mais (A — ÀE) P, + 0 dans 
l'algèbre L (X). Pour tout opérateur P,, nous choisissons un vecteur 
Un tel que 1 | = 1, |P,y |>c/2 En posant zx, — P,y,, 
nous avons |z2, [> c/2, (A — ÀE) x, | — |(A — ÀE) P,y, | 
< IR(A — XE) P, [| Iml—0, ce qu'il nous fallait. 

Quant aux points intérieurs du spectre d'un opérateur À, ils ne 
sont pas forcément des valeurs propres généralisées (exercice 10). 


12.93. Le théorème suivant rend parfois plus simple l’étude 
d'un opérateur: 


Théorème. Supposons que le spectre S, d'un opérateur A 
soit La réunion de deux ensembles fermés disjoints S, et S,. Alors l'es- 
pace X est décomposable en somme directe de deux sous-espaces fermés 
X,et X, qui sont invariants par À, de sorte que le spectre de À consi- 
. sur le sous-espace X, est l'ensemble S, et celui considéré sur X, 
est Ds. 

Démonstration. Nous utilisons le morphisme de l'algè- 
bre U (S,) des fonctions / (À) analytiques sur S, dans l'algèbre 
L (X) établi dans 12.86b. Ce morphisme est réalisé par la formule 
le 12.86(1) 


[= Î(AE—A)1f (A) dà, 
r 


où l'est une courbe fermée contournant l'ensemble S, dans le domai- 
ne d'analyticité de la fonction f (À). Dans le cas où 1 ensemble S, est 
réunion de ses parlies fermées deux à deux disjointes, il peut en être 
de même de la courbe F. Dans le présent cas, l'ensemble S, est 
réunion de deux ensembles fermés $S, et S, sans points communs, 
et la courbe l' peut se composer de deux courbes fermées l', et l;, 
la première contournant l'ensemble S,, la deuxième S$,. 

La fonction e, (À) qui vaut { sur l’ensemble $, et 0 sur S, appar- 
tient à l'algèbre U (S,): l algèbre U ($S,) contient également la 
fonction e, (À) valant 0 sur l'ensemble S, et 1 sur S,. Ces fonctions 
possèdent les propriétés évidentes: 


a(ñ)+e(h=l(surS,), et(A)—e (À), 
es(A)=er (A); € (à) e2 (à) = e2 (À) e: (A) = 0. 
Désignons par E, et E, les opérateurs linéaires correspondant respec- 


livement aux fonctions e, (4) et e, (4). Vu les propriétés d’un 
morphisme, nous avons 


Es +E,3=E, E= EE), Ei = E;, EE = El = 0. 
Soient X, l'ensemble des solutions (dans l'espace X) de l'équa- 


tion E,r = z et X, celui des solutions de l'équation E,r = x. En 
particulier, tout vecteur de la forme x = E:y, pour n'importe quel 
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y € X, est solution de l'équation E;x = zx car E, (E;y) = E'y = Liy. 
Il est évident que X, et X, sont des sous-espaces daus l'espace X ct 
sont fermés en vertu de la continuité des opérateurs E, et E,. Si 
2EX:0 X% alors z = Eiz = E,z; or Eiz = E, (Erz) = Ei(E:2) = 
— 0, d'où z = E;z = 0. Ainsi, l'intersection des sous-espaces X, et 
X, ne coutient que le vecteur nul. En appliquant l'opérateur E — 
= E, + E, à un vecteur y quelconque on trouve y = E,y + E,y, 
le premier terme appartenant à X,, le deuxième à X,. L'espace X 
est donc décomposé en somme directe des sous-espaces X, et X,. 

Soit r E X4 Alors on a Az = À (E:x) = E, (Az), donc Ax 
appartient aussi au sous-espace X,; par conséquent, X, est invariant 
par l'opérateur A. D'une façon analogue, X, est invariant par A. 

Il reste à démontrer la conclusion du théorème. Posons À, = AE, ; 
A Se confond avec À sur le sous-espace X, et est pul sur X.. 
D'autre part, on peut écrire 


| = 
A 5 Ÿ Res (A) (AE — A)" dÀ. 
r 


Ici l'on peut remplacer la courbe l par l’, car la fonction e, (À) 
est nulle sur la courbe l”,. Ceci fail, on peut remplacer la fonction 
e, (À) par 1; définitivement, on aura 


Â = ze Ÿ A (AE — A)" dà. 


Ensuite, quel que soit lu, ; 
A bE= 37 À —4) (AE — A)" 4, 
rt 


Supposons que L soit à l'extérieur de la courbe l',; construisons 
l'opérateur 
Q, = é (AE — AJ-1 dà 
ET À— 4 L 
ru: 


Les mêines raisonnements que dans 12,86b impliquent 


+ ÀE — AYrl1 24 
(iuE) Qu = 6 Au) CÉAR = 
Ti 


= ÊUE— A) IAE. 
rt 


De la sorte, l'opérateur À — LE est inversible dans le sous-espace X,. 
Pur conséquent, le spectre de l'opérateur À dans le sous-espace X, 
ne peut contenir que les points de l'ensemble S,. De mème, le 
spectre de À dans *, ne peut contenir que les points de S,. Montrons 
que le spectre de A dans X;, contient tous les points de l'ensemble S.. 
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Soit Ào E S1. On a vu que l'opérateur À — À.E est inversible dans 
le sous-espace X,, de sorte qu'il existe un opéraleur Q, tel que 
(A — AE) Q2y = y pour tout y € X,; si L'opérateur À — AE était 
inversible dans le sous-espace X,, il existerait un opérateur Q, tel 
que (A — AE) Qix = x pour tout x € X,. On construirait alors un 
opérateur Q se confondant avec Q; dans X, et avec Q, dans X, et 
linéairement prolongé sur tout le X. En vertu de 12.72f, il serait 
un opérateur linéaire borné dans l’espace X. Evidemment, il serait 
en même temps l'inverse de À — À5E. Or c'est impossible parce que 
Ào E Sa. Le théorème est démontré. 


12.94. Opérateurs compacts. Parmi tous les opé- 
rateurs agissant dans un espace normé, on peut dégager une classe 
importante d'opérateurs dont les propriétés sont les plus proches 
de celles des opérateurs dans un espace de dimension finie. 

a. Définition. Un opérateur linéaire À agissant dans un 
espace normé X est dit compact s’il transforme tout ensemble borué 
Q@ < X en un ensemble précompact (3.93a). 

b. Dans un espace de dimension finie, tout opérateur linéaire 
est compact. 

c. L'opérateur de Fredbolm (12.98) sert d'exemple d'un opéra- 
teur compact dans l'espace C* (a, b). 

d. L'opérateur identique E dans un espace de dimension infinie 
n'est pas compact, car il transforme la boule unité en elle-même, 
i.e. en un ensemble qui n'est pas précompact (12.36b). 


12.95, Opérations sur les opérateurs com- 
pacts. 

a. La somme À, + A, de deux opérateurs compacts A, et A,estun 
opérateur compas. 

En effet, soient Q € X un ensemble borné et {x,} une suite de 
points de @. L'opéraleur A, étant compact, on peut extraire de la 
suite {z,) une sous-suite {x,} de facon que {A,r,} soit une suite de 
Caucby. puis on peut extraire une sous-suite encore plus raréfiée 
{za} de façon que {A,x,} soit une suite de Cauchy ; alors {(A, + A.)x;} 
s'avère, évidemment, une suite de Cauchy, ce qu'il nous fallait. 

h. Le produit d'un opérateur compact À par n'importe quel opérateur 
borné B (l'ordre des opérateurs n'ayant pas d'importance) est un opéra- 
leur compact. 

En effet, soit Q € X un ensemble borné ; alors BQ est borné égalc- 
ment, donc ABQ est précompact ; ainsi, 1 opérateur AB est compacl. 
D'autre part, l’opérateur B transforme toute suite de Caucby on une 
suite de Cauchy et, par conséquent, | ensemble précompact AQ en 
un ensemble précompact ; l'opérateur BA esL donc compact lui aussi. 

c. En particulier, si l'opérateur compact A est inversible, l'espace 
X est de dimension finie. 
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En effet, l'opérateur E — AA”! est compact d'après b, et l'on 
peut appliquer 12.944. 

d. Si, pour tout n = 1, 2, ..., on a un opérateur compact A, 
et si un opérateur À est tel que lim || A — À, || = 0, alors A est 
un opérateur compact. 

En effet, pour un e => 0 donné, l'ensemble A,Q (où @ est un 
ensemble borné quelconque inclus dans une boule [zx | 7 et 
]| À — A, || << e) est un ensemble précompact qui représente un 
er-réseau pour l’ensemble AQ. Il en résulte que AQ est précompact 
(3.95) et l'opérateur A est compact. 


12.96. Spectre d'un opérateur compact. 

a. Lemme. Pour un opérateur compact dans un espace de 
Banrach X, toute valeur propre généralisée non nulle est une valeur 
propre ordinaire. 

Démonstration. Soit À une valeur propre généralisée de 
l'opérateur compact A, de sorte qu'il existe une suite de vecteurs 
Zi, Zos s.., (En|>C > 0 telle que (A—AE)zn=Qqn->0. En vertu 
de la précompacité de l'ensemble {Az,:}, il existe une suite 
de numéros n,, n2, ... telle que les vectours Aïn, Ont une limite 
dans l'espace X; posons z=lim Aïn,- Alors la suite Az, — 


—+ 00 


= Âïn, — fn, tend ello aussi vers z ; en particulier, [z]= lim|za, | > 
>]AIC=>0. Ensuite, vu que À50, on a limza,—72/À, z=— 


A—-0 
= lim Aïn, =(1/À) Az; on aboutit à l'égalité Az = Àz qui démontre 
le lemme. 

b. Lemme. À l'extérieur de tout cercle |A] c, c>0, un 
epérateur compact À ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs propres 
distinctes. 

Démonstration. Soient À;, À, . .. des valeurs propres 
distinctes de l'opérateur A, avec |A, | > c. Soient e,, e:, ... 
les vecteurs propres respectifs: Ae, = À,e,, n = 1, 2, ... Les 
vecteurs propres associés à des valeurs propres. distinctes sont lInéai- 
rement indépendants (12.150) ; l’enveloppe linéaire L, ., des vecteurs 
Ets «+ 1 2n-1 eSt donc un sous-espace propre de l’enveloppe linéaire 
L, des vecteurs e,, ..., e,. D'après le lemme 12.36a, il existe 
un vecteur k, € L, tel que |, | = 1 et | À, — x } => 1/2 pour tout 
zx EL, On peut noter À, = xs + ae,, où 20 EL, Alors on a 


Ah, = À (to + Gen) = Azo + ane, = Azo + An (ha, — 20) = 
= (Axo _— AnTo) + Ann: 
Etant donné que An, + ÀAnzo—— Azo € Ln-,, on en tire 
| Akn— Ahn-il=|(Azo—Anto— Ah) + Anhin | = 


= La |A pp Alènes + Anto— A2o) [> 0 14 
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et l'on voit qu'il est impossible d'extraire une sous-suite conver- 
gente de la suite Ah,. Ceci contredit la compacité de l’opérateur A. 
Le lemme est démontré. 

e. Lemme. À l'extérieur de tout cercle |A|S c, c>0, un 
opérateur compact À dans un espace de Banach X ne peut avoir qu'un 
nombre Jini'de points du spectre, ces points étant des valeurs propres de 
l'opérateur À. 

Démonstration. Tout point frontière du spectre de 
Ro es A est une valeur propre généralisée (12.92b), donc, d'après 
le lemme a, une valeur propre ordinaire; par conséquent, il résulte 
du lemme b que, à l'extérieur du cercle À | & c, l'opérateur com- 
pact À n'a qu'un nombre fini de points sur la frontière du spectre. 
Désignons ces points par À,, . .., À: d'après a, ce sont des valeurs 
propres de l'opérateur A. Nous affirmons qu'ils épuisent tous les 
points du spectre de A se trouvant à l'extérieur du cercle [A |< c. 
S'il y avait dans le spectre encore un points, | Às | > c, on mène- 
rait par lui une droile allant vers l'infini et ne passant pas par le 
cercle | À | & c ni par les points À,, . .., À,:; lo dernier point du 
spectre sur celte droite appartiendrait à la frontière du spectre 
sans coïncider avec aucun des points A4, ..., À. La contradiction 
obtenue démontre le lemme. 

d. Comme l'extérieur de tout cercle | À |  c ne contient, d'ap- 
rès le lemme c, qu’un nombre fini de points du spectre d’un opéra- 
teur compact, il est possible de numéroter tous les points du spectre 
par ordre de décroissance de leurs modules. Nous voyons que le spectre 
d'un opérateur compact dans un espace de Banach représenie un en- 
semble au plus dénombrable des valeurs propres isolées, avec O pour 
unique point limite. Le point 0, pour un opérateur compact dans un 
espace de dimension infinie, est toujours un point du spectre (12.95c) 
(pas forcément valeur propre): les autres points du spectre forment 
un ensemble dénombrable, ou bien fini, ou enfin vide. Dans Île der- 


nier cas, on a l'égalité {im ÿ/1JA"Ii = 0 (12.85a), et l'opérateur A 


fn—+ 0 

est nilpotent généralisé. L’analogue d'un tel opérateur dans un espaco 
de dimension finie est un opérateur nilpotent pour lequel A" = 0 
avec un m# quelconque. Dans un espace de dimension finie, la structure 
d'un opérateur nilpotent peut être complètement caractérisée (dans 
une certaine base, il est donné par une matrice jordanienne dont 
tous les éléments diagonaux sont nuls). Dans le cas de dimension 
infinie, la structure d'un opérateur nilpotent généralisé n'est pas 
étudiée complètement [1]. 


12.97. Décomposition spectrale d'un opé- 
rateur compact. 

a. Soit À + 0 un point du spectre SA d'un opérateur compact À; 
comme il est isolé en vertu de 12.96, on peut appliquer le théorème 
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12.93. L'espace X est alors décompesable en somme directe de deux 
sous-espaces fermés P; et @; invariants par l'opérateur A, de sorte 
que, dans le premier d'eux, l'opérateur A a le nombre À pour unique 
point du spectre et, dans le second, son spectre s'obtient en enlevant 
le point À à S,. Dans chacun des sous-espaces P,, @,, l'opérateur A 
réste, bien entendu, compact; le point O0 n’appartenant plus à son 
spectre dans ?;, il est inversible dans P,. Ceci veut dire que le sous- 
espace P, est de dimension finie (12.95c). Par conséquent, tout point 
À = O du spectre de l'opérateur A définit un sous-espace invariani de 
dimension finie’, dans cet espace, naturellement, la structure de l'opéra- 
teur À est caractérisée par les moyens connus. 

b. On déduit de a une propriété importante d'un opérateur com- 
pact que voici: 

Alternantive de Fredholm. Pour un 1 compleze 
donné, deux possibilités peuvent se présenter: ou bien l'équation 
(E — Az — y possède une solution unique par rapport à x pour 
tout y EX, ou bien l'équation homogène (E — LA) x = 0 admet 
une solution non nulle. 

Démonstration. Il est évident que pour = 0 c'est 
la première possibilité qui se réalise. Soit donc u 0 et À = 1/u ; 
l'équation (E — LA) x — y est alors équivalente à l'équation 
(A — ÀE) x — —AÀy. Si À n'appartient pas au spectre de l’opérateur 
A, alors À — ÀE est inversible, et c’est le premier cas qui a lieu; 
si À appartient au spectre de À, alors À cst une valeur propre de A 
cor À # 0 (12.96c), et on a le deuxième cas. 

Ainsi, l'alternative de Kredholm est équivalente au fait que, pour 
l'opérateur À, tout nombre À € SA non nul est une valeur propre. Novs 
avons vu que c'est bien la propriété des opérateurs compacts; mais 
il existe une plus large classe d'opérateurs possédant cette propriété 
(par exemple. les opérateurs dont une puissance quelconque est 
compacte ; cf. exercice 13). 


12.98. Opérateur intégral de Fredholm. Soit 
q (s, t) une fonction complexe continue de deux variables réelles 
s et £ variant dans un même intervalle [a, b). L'intégrale 


b 
yt)= [ats.t)z(s) ds, (1) 


pour toute fonction x (4) continue sur {a, b], représente unc fonction 
définie toujours sur {a, b] et continue en vertu de 9.81. 11 est évident 

ue la formule (1) définit un opérateur linéaire y = Az agissant dans 
l'espace C* (a, b] de toutes les fonctions complexes continues sur 
[a, db], avec || x || = sup | x (?) | pour norme (12.39b) ; il s'appelle 
opérateur de Fredhoim. I] résulte de l'inégalité 
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b 
y) 1<suplz(s)1 À La (s, #1 ds 
que 1 opérateur A cest borné et que sa norme ne dépasse pas le nombre 
b 
sup J [gts t)[ds. 


Montrons que l'opérateur A est compact. Supposons que La tonc 
tion z({) parcourt un ensemble borné @ € C‘[a, b], de sorte que, 
par exemple, |[|z || = sup |z(t) |<r. 

Alors, pour [{ —t"|<6,ona 

b 


()—ytyI<suplz(] | la(s, )—a(s, r1ds< 


. < sup | z(t) | w, (6) (b — a), 
(a 
&G(ô)= sup J|g(s, #)—g(s, t”)|. 


pete 
On en déduit l'estimation suivante pour l’oscillation &w, (8) de la 
fonction y (£): 
&,(6 = sup |y(t)—y({)|<rwa (6) (b—a) 
lt-ise 
cette estimation ne dépendant pas du choix de la fonction x (t) € Q; 
comme la fonction g (s, t) est continue, on a lim w, (6) = 0, donc 


5-0 
aussi Ilmw, (6) = 0. Ainsi, l'ensemble AQ € C* (a, b) est uni- 
ô 


0 
formément borné et équicontinu ; d'après le théorème d'Arzelà (12.24c) 
l’ensemble AQ est précompact pour tout Q € C’ (a, b) borné; l'opé- 
rateur À est donc compact, ce qu'il nous fallait. 

En conséquence, nous voyons que toutes Îles propositions 12.96- 
12.97 sont valables pour l'opérateur de Fredholm. En particulier, 
a lieu l'alternative de Fredholm (12.97b) qui, dans le présent cas, 
prend la forme suivante : 

Pour un du complere donné, deux possibilités peuvent se présenter : 
ou bien l'équation 


b 
2 (1) Ÿ a(s, 0 2 (5) ds =y (9 


possède une solution unique par rapport à z(t) pour toute fonction 
y (t) EC" (a, b), ou bien l'équation homogène 
b 


z(t)—u fats. t)z(s) de =0 


a 
admet une solution non nulle. 
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12.99. Opérateur intégral de Volterra. Soit 
toujours g (s. t) une fonction continue des variables s et £ parcourant 
l'intervalle (a, b]. L'intégrale 

! 


2 (4) (Va) (#) = À gs, #)z (s) ds (1) 


a 

diffère de l'intégrale 12.98 (1) par le fait que la limite constante b 
est remplacée par la limite variable {. De même que dans 12.98 (1) 
la fonction y(f) est définie et continue dans [a, b] (9.86a). L'opéra- 
teur linéaire V donné par la formule (1) s'appelle opérateur de Volter- 
ra. L'opérateur de Voltorra, de même que celui de Fredholm. est 
compact; on le démontre par la même méthode, en précisant un 
peu les estimations. Mais, contrairement à l'opérateur de Fredholm, 
le spectre de l'opérateur de Volterra ne peut avoir de points non nuls 
(c'est-à-dire, nous l'avons vu, de valeurs propres). Supposons le 
contraire: pour un À #0, il existe une fonction xo(t) E C‘(a. b) 

telle que ; 
Vao(o = À q(s, 2) sos) ds = Azo (1). (2) 
En posant ?{ = a on trouve Àxs (a) = 0, donc zx, (a) = 0. Sans 
restreindre la généralité, on peut admettre que la foncilon 2, (s) 
ne s'annule identiquement dans aucun voisinage du point a de l'in- 
tervalle {a, b], sinon on le ferait passer, sans que l'intégrale change 
de valeur, au point le plus proche de l'intervalle Ja, b] qui possède 
déjà la propriété mentionnée. Par conséquent, la fonction m (6) — 


— sup |z(t) | est non nulle pour 8 = 0 et tend vers O0 pour 
a<t<ato 

6 — 0. Pour tout 6 => 0; on peut indiquer uu point #,€[a, a-1 S| 

tel que | zo (ts) | — m (6). Maintenant, on obtient de (2) l’estiima- 


tion suivante: 


é 
LAro(ts)|=|A|m (5) < max |o(s)|- | 1ats. 4) 1 ds< côm (6), 
a=s<a+ 
où g 
c=supla(s, t)|. 
En divisant par m(6)ona 
[À | cô 


pour tout 60. Cette inégalité contredit la supposition À = 0. 
a proposition est donc démontrée. 


En appliquant 12.97b et 12.66 on voit que, pour tout y (t), il 
existe une solution unique de l'équation de Voltorra 


[E—uV)z(t) = z(t)—u Î as, t)z(s) ds =y(t) 
9—228h : 
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qui est représentée par la série 
z (9) = (Æ — HV)" y () = 
= y (rt) + pVy (0 + DV y (0) +... + LV y (0 +... 
On peut montrer que l'opérateur V”, pour tout n#, est encore un 


opérateur de Volterra de noyau g, (s, t) que l'on peut calculor par 
récurrence d'après les formules 


Ur (s, t) =q({s, t), 


t 
an(s, t)= | an-u(s, o)g1 (0, 1) do 


(cf., par exemple, [15]; dans le même livre on trouvera les exemples 
d'application des équations intégrales à la physique mathématique). 


Exercices 


4. Considérer lrois espaces de fonctione sur la droite: 
a) de tautos les fonctions continues et bornées; 
b) do taules les fonctions continues possédant la proprlété lim f(r) = 0; 


TI 
c) de toutes les fonctions continues dont chacune est uulle à l'extérieur 
d’un inlervalle. 
Ou munil ces espaces de la métrique 


p (8) = up 1/ (2) — g (x) 1. 
Eet-ce que les espaces mentionnés sont complets? 


2. ludiquer dans l'espace R' (0, œ) (de toutes les fonclions continues et 
bornces sur la deani-droite 0 << z << œ avec [x (t}}] = sup | x (4) | pour norme) 
' 


un onsemble ayant Ia puissance du continu des fonctions zx, (4) telles que 
ze G)U= 1, re (O — zp (4) I > 1 pour a Æf. 

Remarquo. ll en résulte qu'il n'existe dans l'espace R4 (0, ©) aucun 
ensomble dénombrablo partout dense. 

3. Prouver quo la fonctionnelle 


1/2 1 
F (y)= Î y (zx) dr — Î y (z) d= 
r 1/2 


est continua dans l’espace A4 (0, 1); anontrer que la borne supérieura sie ses 
valeurs aur la boule unité fermée de l’espace A# (0, 1} vaut 1, cette borne n'élant 
atteinta sur aucun éléinent de la boule unité. 

4. On sait que lc leinme sur le parallélograinme (12.43a) esl velablo pour 
n’importe quels deux vecteurs x, y d'un certain espace normé X. Démontrer que 
le uorme dans X est engendrée par le produit scelsire 


1 3 
(x, D=r(lzt+ylf—lz-y 112). 


5. Sait P l'algèbro de tous les polynôines p (z) à coelficients complexes dans 
le cerclo Q = {1:12 | & 1}, avec la norme ||p (z) || = max |p (z) 1. Cette 
algèbre contient 1 et sépare n importe qe deux points du compact ©, nais 
le théorüne de Stone 12.52c n’est pas valable pour olle, et l'algèbre P n’est pas 
dense pere l'algèbre Ce (Q) de toutes les fonctions comploxes continues dans 
le cercle Q. 
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8. Dans une algèbre normée R* (Q@) (Q esl un cspace métrique), l’enseinbio 
I (F) de toules les fouctions / (x) € A4 (Q) qui s’annulent idontiquomont sur nn 
ensemble fermé F & @ est un idéal fermé dans A: (Q). Montrer que si @ est un 
compact, alors tout idéal fermé / © R' (@) coïucide svec l’idéel 7 (F) pour 
un FC Q. 

7. Supposons qu'une fsmille équicontinne £ © P4(Q) de fonclions (P 
es un espace métrique, @ un counpact) soit telle que, pour tout # € @, les valours 
des fonctions x (1) € Æ appartiennont à un précompact P, © P, Démontror qu’il 
oxiste un précompact P, © P qui contient les valeurs do toules les fonctions 
z(t)€ E en tous les points 4 € Q. 

8. On se donne une matrice T7 = || {4m |] vérifient l'hypothèse du théorème 
do Tneplitz 12.76c, Construire avec les nombres 1 et —1 une suite Ë,, n'ayant pas 
de T-limite. 

9. Déanontrer que la condition lim [||T, || = 1 est nécessaire et suffi- 

No 


sante pour que l'intervallo [lin T, (x), IhnT, (xl (12.76) soit contenu dans 


l'intorvalle [ln z, lim z] quelle que soit la suite bornée x = (E,, E2, . . .). 

10. Soil € = Ce (@) l'algèbre de toutes les fonctions complexes / Q) con- 
tinues sur la circonférence | z | = 1 (avec la norme usuelle) et soit Z l'algèbre 
des fonctions ® (2) analytiques dans le cercle ] 2 | << 1 et continues dans le 
cercle | z | & 1, avec la même nonne || @ || = sup | y (z) |. Montrer que 

a) L'application qui fait correspondre à toute fonction @ (z) € Z la fonctinn 
limito q (ef) € C est un inmonoinorphisme de Z dans € ; par conséquent, on peut 
dire que L'algèbro Z est uno sous-algèbre de l’algèbre C. . 

b) Z est une sous-algèbre forinée dans C. 

c) Le spectre de l’opérateur A de anultiplication par = dans l’espace C cat 
la circenféronce | z | — 1; le spectre du même opérateur dans l'espaco Z est le 
cercle | z| & 1: do plus, les valeurs | | — 1, ot colles ssules, sont les valours 
propres généralisées do l'opérateur À dans 7. 

d) L'élément : est inversible dans l'algèbre €, non inversible dans l’algèbro 
Z et n’est pas un diviseur généralisé de 2ér0 dans Z. 

11. Soit Q un ensemblo compact dans le plan des z et soit C = Cs (@) l’es- 
pre do toutes les fonctions coinploxes continues sur l’anseinble @. Montrer qua 
‘opérateur de inultiplication par z a l'ensemble Q pour spoctre. 

12. On sait quo, pour un opérateur À dans un espaco de Banach X ot pour 
un polynôme f (à), l’apérateur p (A) est compact. Déinontrer que tous les points 
du spectre do l'opérateur À (à l'exception possible des racines du polynôme p (À)) 
sont ses valeurs propres. 

13. Montrer que l'alternative de Fredholm a lieu pour un opérateur A dont 
une puissance quelconque est coinpacte. 


14. Soient p>1,qg>1et +++=t Pour deux fonctions quolconquez 


z (tb et y 0) continues par morceaux sur un intervalle a & { <& b, déinontrer 
l'inégalité de Hülder 


b AD 9/ _— 
[irovwal<]/ [irtirar]/ [ivoiar. 
a a 


a 
15. Pour les nêmes fonctions z (t} et y (t), déinoatrer l'inégalité 


BB D D be 7 
12 [1-04 00 Pac jora+]/ [iv à 
a . a a 


pour p > 1. 
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16 Sitp>1,g>1et ++=t. Pour deux vecteurs quelconquee 
TZ = (Es ..., Ent et y—= {nt .…, à démontrer l'inégalité do Hülder 


n pf nan —_ qg/n 
LÈ ul < 1 | £x IP. DL TL 
ken h=! Km: 


17. Pour les mêmes vecteurs x — {Ex} et y—{nn}, démonirer l'inégalité 
de trlangle 


P n p n PR — 
V » lEn+mP< » ar+] à | na |P 
h=! h | hum! 


pour p æ 1. 
Le Démontrer que l'espace normé Z, (i2.334) est complet quel quo soit 
P> 


19. On a une suito do fonctions Zn () (nr = 1, 2, . ..) définies et indéKHni- 
meat dérivables sur un intervallo a & t & b. Supposons qu'il existo une sulto 
de constantes 4, (k = 0, 1, 2, ...) telle quo 


Ir ()1< An (n=1,2,...:  k=—0, 1, 2, ...). 
Extroire uno sous-suite z,,,(4) (m — 1, 2, . ..) qui, de même que chaque suito 
des dérivées 20 (+) de n’importe quol ordro, converge uniform &ment sur l'inter- 


m 
vallo e St < b lorsquo m —+ ©. 
20. Montrer que la quantité [|z{l, (12.33) ne vérifie pas l'axiome do 
trianglo 12.91c si p 1. 

1. Il oxiste une varlanto du théorèmo d'Arzelà 12.24 qui n’exigo pas ta 
continuité des fonctions z (4) ai la compacité (ni même ka métrisabilité) de leur 
ensemble de définition Q. A savoir, soit P @ une famille do fonctions bornées 
x (t) définies sur un ensemble quelconque Q, à valeurs dans un espace métriquo 
P, cotto famille étant métrisée d’après La formule p (zx, y) = sup p (x (t}, y (4). 
Un ensemble E © P (Q) est précompact si, ot seuloment si, pour tout 8 => 0 
il existo une partition de l'ensemblo Q@ en un nombre fini de sous-ensembles 
Qu ++, On sur chacun desquels la varlatian de toute fonction de E ne dépasse 


pas e. 
Historique 


Les structures fondamentales de l'analyse sont dégagées à ta fin du XIXe ot 
au début du XXE siècle iorsquo l'analyse accumule déjà un nombre important 
de faits et que ta nécessité de leur organisation devient Impérative. La dépen- 
dance linéaire des vecteurs, ls dimonsion (égalo à n'importe quel n naturel) 
figurent déjà chez Grassmann (1848), mais tes espaces vectoriels abstraits apps- 
rsissent pour la premièro fois chez Peano (1886). 

La tiséorio des espaces de fonctions continues 38 dévoloppe en Htalie aurant 
Les années 1870-80 {Valterra, Ascoli, Arzelâ, Dinl). Le théorème sur les condi- 
tious do compacité d'un onsemble do fonctions continues, que l'on appelle 
d'habitude théorèmo d'Arzelà, est démontré pour ta promière fois par Ascoli on 
1883. Lo théorème do Woierstrass sur l’approximation dos fonctions continues 
par les polynômes dato des années 1870; sa généralisation (12.52-12.58) est 
trouvée par M. Stone en 1936. 

L'étape suivanto est l'introduction des espaces hilbertions. Elle s'ouvre 
avec ta construction d’une théorie des équations linéaires share par Volterra 
(4887) et Fredhotm (1900). Hitbert découvre en 1906 une analogle romar uable 
entre le problème sur Les valeurs propres d'opérateurs intégraux et colui do 
réduction d'une forme quedratique, la résolution du problème pour les opéra- 


HISTORIQUE 133 


teurs intégraux s'avérant liée à leur compacité. Ea 1907, E. Schmidt donne un 
nouvel exposé do la théorio de Hiberl en écrivant les opérateurs intégraux à 
l’aide de matrices infinies agissant dans le espace hilbertien » des suites de 
carré sommable. Une théorio axiomatique des espaces hilbertiens basée sur la 
notion de produit scaluire est construite aux environs de 1930 par Stone et von 
Neumann. 

Uno autre construction de la théorie des opérateurs compacts qui, en fait, 
est valable pour n’importe quol espace narmé Un re (formellement, pour l'es- 
pace des fonctions continues) est réalisée par F. Rles2 en 1918. La définition 
abstralte des espaces vectoriels normés apparaît un peu plus tard, en 1920-22, 
dans les travaux de Bauach, Hahn et Wiener. L'école de Banach découvre 
durant les années 20 les principes fondamentaux de l’analyso fonctionnelle 
linéuire, y compris le théorème sur l'application ouverte et celul do ka borne 
uniforme (12.74). Les résultats obtenus par cette école ct un grand nombre d'ap- 
plications sont exposés dans [20). Pourtant, Le problème fondamental de ja 
représentalion canonique d'un opérateur linéaire qnolconquo, analogue à la 
représentation jordanlenne d'un opérateur linéaire do dimension finie, attend 
encore sa solution. Dans ce sens, il y a Pelcoup de résultats intéressants et 
forts concernant les opérateurs dans un espace hilbertlen. Hilbert a obtenu 
dès 1906-1911 un analogue de la roprésentation diagonale pour les opérateurs 
symétriques (el hermitiens) non forcément compacts. Le passage à des opérateurs 
non symétriques est extrêmement lent ; les premiers résultats de valour (liés, 
pour l’essenticl, aux noms de Livchitz et Keldych) se “Apport nn des 
années 40. Pour l'état actuel de la théorie voir tes monographies [4] et (5). 

La théorie des algèbres normées dont nous n’avans fourni que les premières 
notions est construite par Gelfaud en 1937-1939 ; [3] et (81 en donnent un exposé, 
avec des exemples variés d'applications à l'analyse. 

La première approcho scientifique de la sommation de suites divorgentes 
ost due à Euler (s Institutions du calcul différentiel », 1755). 11 ne s’agit encore 
pas, à cette époque, d'une théorie rigoureuse: de plus, l'utilisetion incorrecte 

e séries divergontes a bien sapé leur prestige. La réforme de Cauchy (1821) 
chasse pour longiemps les suites et les séries divergentes de l'analyse. La théorie 
moderne de la sommation de suites cst formée au carrefour du XIX° et du XX° 
siècle (Cesäro. 1880: Voronoï, 1902; Toeplitz, 1941); on peut prendre cannais- 
sance de son état actuel dans [21]. 


CHAPITRE 13 


Equations différentielles 


Uno intelligenco qui, pour un ins- 
tant donné, conuaîtrail toutes les forces 
dont la naturo est animés ct la situa- 
tion respective des êlres qui la com- 
posent, sl d'ailleurs celle était assez 
vaste pour soumettre ces données à 
l'Analyse, embrasserait dans la même 
formule les mouvemeuts des plus 
grands corps de l'univers et ceux dn 

lus léger atome; rien no serait 
ncertain pour elle, ot l'avenir, comme 
le passé, serait présent à ses yeux. 
L'espril humain offre, daus la perfec- 
tion qu'il a su donner à l'Astronomie, 
une faible esquisse 1le celte intolll- 
gence 
Pterre-Simon Laplace, 

Essal philosophique sur les Pro- 
babilités (1795) 


$ 13.1. Définitions et exemples 


i3.11.a. Si une équation par rapport à une fonction inconnue 
u =u(t), a &t<b, coutient une dérivée (première ou d'un ordre 
supérieur) de cette fonction, elle est appelée équation différentielle. 
La fonction  (f) peut être cherchée, selon les conditions du problème 
conSidéré, soit parmi les fonctions numériques, soit parmi les fonc- 
tions vectorielles à valeurs dans un espace n-dimensionnel, soit enfin 
parmi les fonctions vectorielles à valeurs dans un espace vectoriel 
norme. 

Toute fonction w (t) vérifiant uno équation différentielle donnée 
en est une solution ou une solution particulière. L'ensemble de toutes 
les solutions s'appelle solution générale. 

b. Ainsi, la plus simple équation différentielle 


u'(=0 @a<i<b) (1) 


au (t) = const pour solution générale ; c'est une conslante numérique 
si l'on sait que w (4) prend les valeurs numériques (7,45c), une cons- 
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tante vectorielle si u (f) prend les valeurs vectorielles, un élément 
constant d’un espace normé B si u(t) prend les valeurs dans l’espace B 
(12.614). La solution générale de l'équation différentielle 


u"(h =8g(, (2) 


où £ (t) est une fonction donnée (numérique ou vectorielle), peut être 
mise sous la forme de l'intégrale 


{ 
u (t) = | g (x) dt + const, 


à condition que g (f) soit continne par morceaux (9.32 et 12.63c). 
Les exemples (1) et (2) montrent qu'une équation différentielle ne 
détermine pas sa solution d'une façon univoque, de sorte que, pour 
fixer une solution, il faut lui imposer des condilions supplémentai- 
res. D'ordinaire, en tant que condition supplémentaire, on se donne 
la veleur de la fonction inconnue uw ({) pour une certaine valeur 
t = 5 Ela, bl. Une fois u (fs) donné, la solution de l'équation (1) 
ou (2) est déterminée d'une façon univoque. 

c. Une équation plus générale a la forme 


u' (0) = Q (£, u (#)), (3) 


où ® (1, z) est une fonction à valeurs dans le même espace norme B 
qui contient les valeurs de u (t). Ici on s'interroge sur l'existence 
d'une solution u (1) et sur son unicité pour w (ts) donné. 

d. J1 est utile d'attribuer à (3) un sens « cinématique» dans 
l’esnace B. Figurons-nous un point mobile dans l'espace B dont la 
position à chaque instant f est u = u (1). Lorsque t varie, le point 
parcourt dans B une courbe 4 = u(t) (a t< b). La fonction 
vectorielle #4 (f) représente la loi du mouvement du point mobile 
le long de cette courbe. Alors le vecteur u” ({) peut ôtre interprété 
comme vecteur vitesse du point (limite du rapport du chemin par- 
couru Au au temps employé At). Le second membre de l'équation (3) 
fail correspondre à un vecteur z € B, pour tout ft € [a, b] fixe, le 
vecteur ® (f, z). La solution w (1) s’interprète comme loi du mouve- 
ment d’un point mobile dans l'espace B lorsque la vitesse du mouve- 
ment, à tout instant { et pour toute position u € B, coïncide avec le 
vecteur ® (f, u). Ainsi, à tout instant £, la fonction ® (r, u) définit 
un champ des vecteurs dont chacun détormine la vitesse du mouve- 
ment du mobile au point correspondant u de l'espace B. Les solu- 
tions de l'équation (3) représentent les trajectoires possibles du 
point mobile et sont, dans ce cas, appelées courbes intégrales de 
cette équation. 

Dans l'espace À, X B, on peut attribuer à l'équation (3) un seus 
purement géométrique. À toute fonction u = u (t), il correspond une 
courbe dans l'espace R,XB(tER,,u € B). La différenticlle 
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u’(t) dt est la partie linéaire principale de l'accroissement de la 
fonction x (f) lorsque la variable indépendante varie de t à # + dt. 
Par conséquent, dans la cas réel (B = RÀ;), la dérivée u” (t) est 
interprétée comme coefficient angulaire de la tangente, i.e. comme 
pente de la courbe z (1), lorsqu'on passe de t à # + dt, à des infini- 
ment petits d'ordre supérieur près. Dans le cas général, pour un B 
quelconque, la dérivée a un sens analogue: la droite u — uo — 
= u" (to) (4 — to) est tangente à la 
courbe u = u(t) pour ft = to, et la 
quantité u’ (t,) peut être appelée son 
coefficient angulaire. La fonction 
D (4, z) détermine à tout point (£,, zo) 
do l'espace À, x B une droite 


u — Z9 = ® (to, zo) ( — to), (4) 


V{L) 


Fig. 13.1. Fig. 13.2, 


et l'équation (3) exige que, pour tout f, € la, bi, la courbe u = 
= u (t) ait une tangentc se confondant avec la droite (4) déterminée 
au point [to, u ()T, 
e. En tant qu'exemple, considérons dans l'espace B = À, 
l'équation 
u° (4) = v (u). 


où v (u) désigne, pour tout uv € B,, le vecteur que l'on obtient en 
faisant tourner le vecteur uw d'un angle droit dan. le sens positif. 

Du point de vue cinématique, le point mobile doit se déplacer 
dans le plan À, de façon que son vecteur vitesse se confonde avec le 
vecteur » (u) en tout point w. Il est évident que chaque solution 
représente un mouvement le long d'une circonférence centrée à 
l'origine des coordonnées, avec la vilesse égale numériquement au 
rayon de la circonférence (fig. 13.1). 

Du point de vue géométrique, on cherche les courbes dans l'espa- 
ce tridimensionnel À, x À, dont la tangente à tout point soit donnée 
par l'équation 

U — Z9 = L (20) (£ = to). 


Les courbes cherchées ont la forme d'hélices contournant l'axe des !t 
(fig. 13.2). 
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f, Nous verrons plus bas qu'un système d'équations de la forme 


ui(t)=Oi(f, u;(t), ..., un (t)), : 
RS (5) 
Un (#) = D: (£, Ui (f), +...» Un (£)); 


ainsi qu'une équation du #7-ième ordre 
uM)'=OD(t, u(t), u°(t), ..., ut 0 (2) (6) 


se réduisent à une équation du type (3). 

g. Les problèmes d'existence de solutions des équations diffé- 
rentielles et de leur unicité dans certaines conditions supplémentai- 
res nous intéresseront le long de tout le chapitre; pour le moment, 
nous considérons quelques cas très simples où la solution s'obtient 
sous une forme explicite. 


13.12. Soit une équation de la forme 
u"(} = A(u(y (a<t< b). (1) 


Une telle équation s'appelle équation linéaire homogène. Supposons 
d'abord que la fonction cherchée w (?) soit une fonction numérique 
et le coefficient À (f) une fonction numérique continue donnée. 
La valeur 4, = K (t:) est également supposée donnée. La fonction 
u (t) =0 est une solution évidente de l'équation (1), mais elle ne 
satisfait pas, pour wo = 0, à la condition initiale. Cberchons d’autres 
solutions. Si u {t) est une solution non identiquement nulle, alors 
il existe un intervalle dans lequel u (1) 0, par exemple u (1) => 0. 
En divisant (4) par u (f), on obtient 


u7 (t) 
u (t} 


æ(lnu(t)] = A(t), 
d'où 


In u (1) = À AG)dr+ C. 


En posant { = ty on a € = In vs; définitivement, en se débarrassant 
des logarithmes on trouve 
t 
f A (Ts) dx 
u (£) = eto Uo: (2) 


La vérification directe montre que (2) est réellement une solution 
de l'équation (1) qui ne dépend plus du signe de u (t). Remarquons 
que la solution (2) est définie pour tout £ € [a, b] (et non nulle par- 
tout si us O0). Donc, pour la condition initiale u (to) = uo, l'équa- 
tton (1) possède la solution (2). Si À (t) = À est une constante, alors 
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la solution (2) prend une forme particulièrement simple 


u (2) = et 4) 4 us. (3) 
13.13. Revanons à l'équation 
u'()=A(Du() (a<t< b) (1) 


en supposant cette fois que x (£) soit une fonction vectorielle à valeurs 
dans un espace de Banach B ; le coefficient A (4) est supposé uu opéra- 
teur linéaire continu qui applique, pour tout { E[a, b]l, l’espace B 
dans lui-même et dépend continèment du paramètre £. Ici les raison- 
nements 13.12 ne sont plus valables car la division par w (i) n'a plus 
de sens. 11 s'avère cependant que l’on peut attribuer un sens rigou- 
reux aux résultats définitifs 13.12 (2) ou (3). 

Supposons d'abord que l'opérateur A ({) = À ne dépende pas 
de t; le cas général sera étudié dans 13.19. 


Nous considérons elf-l04 comme fonction de l'opérateur A au 
sens de 12.86c: 


Lo a LR (to An 
ett—1o) À — > ——. (2) 
neÛ 
Cette fonction est définie pour tous les £ réels et prend ses valeurs 
dans l’espace L (B) des opérateurs linéaires bornés dans B. La série 
(2) peut être dérivée terme à terme par rapport à £ (12.66), ce qui 
fournit 


oo 
= -1 
_. ei-WA = S Ca = Aeglt-t0) À, 
nooû 
On en conclut que u (t) = elt-{oAu (t5) est récllement une solution 
de l'équation (1). Pour t = to, cette solution donne, évidemment, 
le vecteur u — u (to). Ainsi, pour un (4) donné, on a une solution 
de l'équation homogène (1), qui est de la forme 


u (4) =ett-to) Au (bi). (3) 


Pour démontrer l'unicité de la solution obtenue, démontrons 
d'abord le lemme suivant: 


Lemme. Si B(t) est une fonction opératorielle fortement déri- 


vable (ie. pour tout EX, on a la relation limite B° (t) x — 
= lim CE n e ns AO z) et si x(t) est une fonction vectorielle 
àt—0 


dérivable, alors La fonction vectorielle y (1) = BR (t) x (t) est elle aussl 
dérivable et l'on a 


y @=B(t)z (1) + 8 ()z(E. 
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Démonstration. On a 


B(t+At)z(t+At)—B(t)r() 
ât _ 


PE B ve 
= B(r+ ar) <(+80 z( À ces 8 , (y). 


Le premier terme à droite tend vers la limite B (1) x’ (t) lorsque 
At —+ 0 (12.74 e-f), le deuxième tend vers B° (£) x (t) par hypothèse, 
d'où le lemme. 

A présent, démontrons que (3) est la solution unique de l'équa- 
tion (1) avec La valeur u (t,) donnée. Soit u (t) une solution quelconque 
de l'équation (1) avec w (fo) donné. Introduisons une nouvelle fonc- 
tion inconnue v(t) d'après la formule w(t) = ef-toAu(t) ou, 
ce qui revient au même, v(t) = e-U{-WAy (1). En portant u (t) dans 
l'équation ({) et en utilisant le lemme on trouve 


u' (t) = Aett-io) A p (2) + etl= fo) A v’ (£) = Aetl- io) Ay (2), 
d'où 
et-10) À y’ (t) = 0 ; 
en multipliant par e-(-19 4 on obtient v’ (1) —0. Il en résulte que 
v (t) = v (to) = u (to), 
donc la solution u (f) a la forme (3), ce qu'il fallait démontrer. 


13.14. Comment sera la solution 13.13 (3) en cas d'espace 
n-dimensionnel réel R,? Pour simplifier, posons {o = 0. Choisissons 
dans l'espace À, une base e,, ..., e,. Développons la fonction 
vectorielle x (£) suivent cette base; soit 

ñn 
u (£) = 2 Uk (£) eh: 
Alors 
n 
u' (£) — Rs Ux (1) Ehs 


et l'équation vectorielle 13.12 (1) se met sous la forme du système 
d'équations scalaires : 

dus (t 

“ ) = Gypl (Ë) +... + Cintén (2), 


DR END a TA (4) 
Du = Gnt(£) +... +annün(t) 
avec une matrice réelle constante À = || a, ||. La solution est 


le résultat de l'application de l'opérateur efA au vecteur initial 
Uo = U (0). 
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11 s'avère que la solution cherchée peut être misa sous une foraine explicite 
suffisamment simple si l'on choisit pour vecteurs initiaux u, les vecteurs d'une 
base jordanienne de la matrice À (12.17f). Pour de tels vecteurs, nous introdulsons 
les désignations suivantes. 

a Le vecteur de base associé à une case jordanienne à un seul élément À} 
sera désigné par }J. 

b) Les vecteurs de base associés à une m xX m-case jordanienne 


À) 
4 A) Î 
(2) 
À) 1 
à 


(A étant réel) seront désignés par fj, .... f}. Les vecteurs de base associés 
à une 2 x 2-case 


O0) —T) 


S Àk)= 3 
t 0 J=0) +iT) (3) 


seront désignés par hy, gyi enfin, lea vecteurs de base associés à une 2m X 2m- 
case 


O0) —T) D'ic 

T} 07 © LL 
Op) —Tj... (4) 
17] O) ..e 


seront désignés par h} 8; AT, 8j. Rappelons que, dans tous les cas 
considérés, les nombres À) sont des racines de l’équation caractéristique 


dg— À Gs ... Gin 
a21 a22— À ... Gin =0 
Ant änz2 ann— À 


les nombres 6} et ty étant respectivement les parties réelle et imaginaire des 
racines complexes de cette équation (12.17f). 
Toute case de la matrice jordanlenne définit un sous-espace Invarlant de 


l'opérateur À (de dimension 4, m, 2, 2m respectivement). L'opérateur etA appli- 
qué à un vecteur de ce sous-cspace donne un autre vecteur de ce saus-espace. 


Les solutions répondant aux vecteurs Initiaux f}, fi hj, gp hf 8; (s=t{i,.... mn) 
seront désignées respectivement par fy(t), #5 (4), h;(1), gp (8), hj(t), g5 (0). 
Dans l'espace invarlant unidimensionnel engendré par le vecteur ,, l'opérateur 
es réduit à ia multiplication par À, et l'opérateur e!À à la multiplication par 
e J, On en tire 


ht" jy. (5) 
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Pour l'espace Invariant m-dimensionnel 


correspondant à la case jorda- 
nispne (2), nous avons (12.19e) 


A jt À ji 3 Xi ml à t 
! PT ps 40) 
j 5° (m—1)i ° 
At À rl un-E  ),I 
et = Q e Le se m=3i* 
0 0 0 Pi à 


Par conséquent, 
Hu=etAf= y, 
== (y}+ 1), 


A END EE dl Re edit e (6) 
_ IA ,m . hp {mel 
omega M (hr +). 
c) Pour la 2 X 2-casa Res (3), nous avons (12.19h) 
ca orllcosttT —sintr 
€ = é 
gin it cos ft 
par conséquent, 
hy(t)=e% {cos tt.hy+ sin tt.gl], | ; 
gyt}=e%|—sin itT.hy+ cos iT.gji. (n) 
d) Pour ia 2m X 2m-caso jordanienne (4), nous avons (12.19h) 
cogit —siniêét écositt —1tsinit ... 
ginéT  COS{T ÉSiNIT (COST ... 
COSÉÈT —Sin{T 
etA — 401 sin ét COS LT 
+ COST —sini{T 
*. SINÉT  costt 
de sorte que 
h} (t=e% Jcos th} +-sin tte, 
8} =" [sin 14.h} +4 cos tt.g5], 
m ot tri [1 
h7 (=e Cortes st h3+sin st. + 
8 
.. + cos tt-h} +sin tt-g], Ê 


gr (= Qu tt.h}+ cos tt.) + … 


..+(—siartt: hT + cos ti.8; m»]. 
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13.95. Nous avons construit nr eolutions particulières différentes de l’équa- 
tion 13.12(1) dans l'espace A, qui correspondent à r vecteurs d’uno base jorda- 
niennc de la matrice À pris en tant que vecteurs initlaux. Dans ja base de départ 
js + «1 n par rapport à laquelle l'équation 13.12(1) a la forme du système 
13.14(1), chacune de ces n solutions est représentée à l’aide de n fonctiona scalai- 
res (conrdonnées). Solent, par exumple, 


na n n 
(= Dune h(= S'omten  g()= D) va ten, 
hu] Ami Ro! 


fn n n 
= D uen (= Suites d()= D wiylt)en, 
h=— 1 h=1 k=)j 


puis 
fy= Diupnens hy= Yvpnen, 8j= S'upner, 
= Siuten, h= Dur, #3 = Diuinen. 
Nous avons 
ft)=e fe 1 Suns = Du (U en; 
d'où 
ENT 
un (t)=e un. (1) 
D'une façon analogue, nous cbtenons 
= À jt si 1 PA 2 
u], (t)=e rh + +uns |. ( ) 
l 
UJh (t)=e [cos vyf-vy, + sin tytwn], l (3) 
wjh (ft) == Pa à [—sin Tytevjn + c03 Tyt-wu), 


-1 
(TR (t) = 1 5 (cos Tytoui, +sin tt-wi,) 5 


+ (cos tyteui, +si0 ati) | , 
(4) 


t 1 
wi, (j=e / on (—sin ty{ nt cos Tytouwi,) + ee 


er +(—sin Tyt-vin + c08 Ty fn) | . 


13.16. Les formules 1BAAG4E) pouvent être appliquées à l'étude des cour- 
bes intégrales u = u (t) et de leur comportement asymptotique pour { — co. 
Il est cominodo d'utiliser l'interprétation cluématique 13.114. 

a) Pour un vecteur inflial du type f3 (43.14a)), La solution ! (t) est ou bien 
le vecteur constant f, lürsque À) = 0, du bien un vecteur s'éloignant du zéro 
selon ka loi oxponentielle (pour t + œ) ie iong de l'axe /} lorsque À, => 0, ou 
onfin Un vecteur s'en approchant selon la même lol le long du même axe lors- 
que À < 0, 

b) Supposons que le vecteur initial u, soit un vecteur du type f?, i.c. l'un 
des vecteurs de base d’un sous-espace Invariant m-dimensionnel associé à une 
rase jordanienne {13.14(2). Si l’on utillse la formuie correspoudante du groupe 
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13.14(6). on obtient la solution 
h App ti A Lo pe À 
nee Tr + + A]. 


Nous voyons que Île rayon vecteur de la courbe Intégrale correspondante, 
qui se confond à l'instant inilial avec lo vectour f3. acquiert avec le temps les 


composautes non nuiles suivant les vecteurs fr M es f; de sorte que, pour f 


grand, ia Composanta euivant le vecteur f; devient deminante. Si UJæ>tk> 1, 
alors 14 courbe s’élaigne, pour t—+ 0, de l'origine des coordonnées, et sa tangente 
(on peut le vair en dérivant) deviont à la Iimite parallèle au vecteur fi. Pour 
A = 0, la vilesse du point mobile s'élaignant de l'origine des coordonnées vario 
selon la loi de puissance, pou À > 0, sclon la loi exponontlelle. Si À, < 6, 
alors, pour { + œ, la courbe s'approche de i'orlgine des coordonnées; la com- 
posanie suivant f; étant dominante, la courbe entre, lorsque { + ©, dans un 
côue aussl étroit que l'on veut, de somanet à l’origine des coordonnées et d'axe 
dirigé le long de /;: ceci veut dire que la position limite de sa tangente se con- 
fond avec la Langente au vecteur f, 

c) Suppusons que le vecteur initial # (to) soit un vecteur k7 où bien g, dans 
un sous-espace invariant bidimensionnel #, correspondant à une 2 X 2-casa 
jordanienne que l’on a considérée dans 13.14c). Alors les formules 13.14(7) 
montrent que la solution wu(t) décrit dans le plan F;: 

unc ellipso centrée à l'origino des coordonnées sl 9, = 0; 

une spirale s'élolgnant de l'origine sl 0; > 0; , 

une spirale qui se rapproche de l'orlgino des coordannées et tend vers l'ori- 
gine lorsque { — © Si gp < U, 

d) Supposons que le vecteur initial u (t9) soit un vecteur 44 ou g} daus un 
sous-espace invariant 2m-dimensionnel //:, nssocié À une case jordanicnne de 
dimensions 2m X 2m indiquée dans 13.14d). Alors la solution u ({) décrit dans 
l'espaco #2, l'une des courbes suivantes : 

al 0j > 0, une spiralo s'éloignant de l'origine dont la tangente tend à dove- 
nir parallèle, pour t — >, au plan du premier couple des vecteurs de base Àÿ, g\; 

si o << 0, une spirale qui se rapproche de l’orlgine des coordonnées et y tend. 
pour &t + , en devenant tangente au plan du premier Couple des vecteure 
de base, 

e) Dans lo cas général où le vecteur u (4) possède plusieurs composantes 
suivant des vecteurs d'une base jordanienne, le mouvement correspondant est 
la somme géométrique des mouvements considérés. 


13.17. Une équation scalaire linéaire du n#-ième ordre 


y) (D) =e (2) y (t) +... +an (4) y D (4) (1) 
peut être mise sous la forme d’un système du premier ordre 
en posant 

y(t)=u(t), y'(t)=u(e), -.., y 9 (t)=un (+). (2) 
Avec cette substitution nous avons 

ui (£) = u2 (£), 

Us (t)= ua(t), (3) 


0 0 + + + 


Un (t)—=ai(t) us (4) + a2(t) ua(t) +... + an (t) Un (t). 
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Inversement, toute solution (u, (t), ..., u, (t)) du système (3) 
permet de déterminer d’uprès les formules (2) une fonction y ({) — 
—= u(t) et ses dérivées: la dernière équation (3) montre que la 
fonction y{t) vérifie l'équation (1). 


En suppEsanL a (t) = a, 


() = 4, constants, appPliquons les 
résultats 13. 


cr On 
4 La matrice de l’opérateur À à une forme particulière 
0 1 0... ‘0 0 


0 0 1... 0 0 
Al sers ss <a: 


y En As ... En? An; 
n 


Soit /—= » &yey un vecteur propre de l’cpérateur A qui correspond à une 


=! 
valeur propre À. Nous avons Af—).f. où bien, en courdonnées E4, ..., En, 


Er = se 


RE 


a1E1 + aka + 09Ës +... ann En. 
En posant £:=1 trouvons successlvoment 
tam, faim. fa A2, ..., En = NTI, 
aitash+..,+anAnTl= An, (4) 


C'est l’équation caractéristique de l'équation (1). Elle s’en déduit on remplaçant 
y par pa (k = 0. 1, « « «1 A}: 

Ainsi, les racines caractéristiques de la matrice 4 sont racines de l'équation 
caractéristique (o. Un vecteur propre associé à une valeur propre À est colinéaire 
au vecteur (1, À, A1, ..., An-l), donc défini d’une façon univoque (à la coll- 
néarité près). Par conséquent, dans le cas où À est une racine do multiplicité m, 
on voit prie une ca56 jordanlenne réelle où complexo à m lignes et m colon- 
nes. (En d'autres termes, les exposants des puissances des diviseurs élémentaires 
sont dans ce cas égaux aux multiplicités racines, et le polynôme minimal 
de la matrice À 3e confond avec son polynôme ceractéristique (14: ch. 6).) 

Conformément à 13.14, on peut écrire r salutions particulières différentes 
du système (4) qui correspondent à n vecteurs d’une base jordanienne pris pour 
vecteurs initiaux, Bornons nous à expliciter les premières composantes do ces 
solutions vu que, en vertu des formules (2), Il nous faut justement la première 
composante uw (t) — y (t) : 


LIT (e) = une", (5) 
pour toute racine réelle sinple À}; 
À jt {si 
ul (t)=e En u+...+u], £=4, ..., m, (6) 


pour toute racine réelle À do multiplicité m ; 


op (= 6 {oys cos T1 + wy1 Sin tyt), k (7) 


w} )=e°! (—vssintyt + wi cos vyt], 


413.1 DÉFINITIONS ET EXEMPLES 4145 


pour touto racine simple complexe Ày—0, + it); 
s)—1 
PT Pda Fe 1 1 
ui (1) —=e TEE AL Pa sintyt)+... 


... + (vi cos ti+w$ sin ty) |, sj=1,..,, my, 
8 
où : | (8) 
ur (t)=e Lit sin ut + cos tTyt)+... 
.… + (of en +yt+w$ cos ty1) |, z)==4, ..., mJ, 


pour touic racine complexe À, = 0}, + 11, de multiplicité m,. 


13.18. En remplaçant les solutions obtenues par certaines de leurs cnm- 
binalsons linéaires, nous sommes en mesure de signaler les » solutions suivantes : 


a) Pour toute racine réelle simple À}. nous avons la solutioti en, 
b) Paur toute racine réelle m-uple Ày, nous avons m solulions : 


+ Ps “ass eme Jt, 


c) Pour tout couple de racines complexes aiinples Ày==0y + {t}, 1) & 0, 
nous avons deux solutions : 
el'costyt, e'sinvyt. 
d) Pour tout couple de racines complexes m-uples Ày—0y + ity, Ty + 0, 
nous avons 27m solutions : 
7 cos tt, eJ'sin te, te l'costyt, tel sintyt, …. 


ass em-te71! cos LIL im-te%5" sin Tyl. 


» 


13.19. Envisageons à présent le cas général où l'opérateur A (t) 
dans l'équation 


u"( = A(tu(t) (a<t< pb) (1) 
dépend réellement du paramètre 1; dans le cas unidimenslonnel, 
nous avons alors la formule 13.12 (2): 

{ 
{ A (tv dt 
u (t)=ete Uo. (2) 
Nous pouvons, bien entendu, former l'opérateur W (t) — 


t 
— | A(t) dt, puis l'expression 
to 


‘ 
{ A (t) dt 
e u (lo) = € @ u (to), 


mais, en général, elle n'est plus une solution de l'équation (1). 
Eu effet, si l'on essaie de dériver l'expression e WG pnr rapport à !. 
1n—2286 
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on se heurte à la difficulté suivante : il n'est plus possible de se 
servir de l'égalité 
eW ()+AA Gi th) = 6 W (1) eh À UE; 1+h) 


pour transformer la différence 
eW (4h) — 6e W 0) — eW (HA (15 HA) WC) 


où Â(t; (+h) désigne la valeur moyenne de l'opérateur A (+) 
pour TE(t: t +h), parce que la relation eA+B — e4eB, valable 
pour les opérateurs A et B qui commutent, n’a, en général, plus 
lieu pour les opérateurs qui ne commutent pas. Dans le cas général, 
les opérateurs W (t) et A (t: + h) ne commutent pas. Donc, la 
dérivée de eW( n'est en général pas égalo à eWOW'(t). 

Tout de même, à un certain sens, l'expression (2) peut être con- 
sidérée comme solution de l'équation (1). 


Introduisons la notion d'intégrale multiplicative. 
Soit = (= bb Kio <Kh<Ë K.:.-<tn=t} une partition de 
l'intervalle a & t << t, à polnts marqués Ee, . .., Ë, 1. Formons i‘opérateur 


eA(En-1}ôin-1 A(En-s)âtns  A(bo)Ato, (3) 
Si les opérateurs A (E). pour des Ë différents, commutaient, on pourrait mettre 


cet opérateur sous la forme 
A (Eo) tot: +. +A(En-D Bts, 


Pour d(I)=max At > 0, la dernière expression tend vers la limito 


[ AM dr 

et . Or, nous avons vu que cet opérateur, pour À (£) non commutants, 
n'est paa une solution de l'équation (1). il s'avère que, pour A (E) non com- 
mutants, une solution peut tre représentée par l'opérateur qui a’obtient 
de (3) lorsque d (TI) —+ 0 (ci. exercice 16). Cet opérateur limite est désigné par 


t 
f A(tdt 


do (4) 
et appelé intégrale multiplicative. 
des nlatnient petits d’ordre supérieur près, on peut écrire 
MODS LT + A (E) AU. 
On peut démentrer (cf. exercice 14) que la même limite (4) s'obtient si l'en 
part des produits 
[+ À ŒGn-1) AEn-1] [14 À (En-+) AËn-2] - - + ([4- À (Eo) Abol. 
Pour cette raison, l'intégrale multiplicative est parfois désignée par 
t 


[L+ À (6) dt. 
[ 
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Les intégrales multiplicatives peuvent êlre utilisées pour des estimations de 
solutions. Cependant, par rapport au thiécrème général d'existence, leur champ 
d'applications n’est pas Important; c'est pourquel nous ne donnons pas icl 
les démonstrations des proposilions énoncées. 


$ 14.2. Théorème du point fixe 


Dans la suito de ce chapitre nous considérerons les théorèmes 
fondamentaux sur l'existence et l'unicité de solutions des équations 
différentiolles ordinaires. Tous ces théorèmes sont basés sur un 
principe géométrique important de l'analyse qui s’appclle princtpe 
du point fixe. 


13,21, Soient Z un ensemble et À une application de cet ensem- 
ble dans lui-même, i.e. une loi selon laquelle on fait correspondre 
à tout poini z € M un point y = À (x) de M. 

Définition. Tout point x E M que l'application À trans- 
forme en lui-même, de sorte que À (x) = x, s'appelle point jfixe 
de l'application À. 

Ainsi, lorsqu'il s'agit de l'application d'un 
cercle plan 47 dans lui-même moyennant une 
rotation de 90° autour du centre, le seul 
point fixe est le Centre du cercle. Si l’ap- 
plication du cercle est l’homothétie de centre 
© et de rapport 1:2 suivie d’une translation 
jusqu’au contact avec la circonférence ini- 
tiale (fig. 13.3), alors le point de contact P 
en est un point fixe (bien qu'il ne le soit pas 
pour l'homothétie ni pour la translation en Fig. 13.3. 
question: ce n’est pas le chemin mais le résul- 
tat qui importe). Et lorsqu'il s’agit de l’application d’une circonféren- 
ce dans elle-même par une rotation de 90°, elle n’a pas de point flxe. 

On a intérêt à établir des conditions générales (suffisantes) 
d'existence de points fixes. Nous exposons ici l’un des plus simples 
théorèmes qui garantissent, dans certaines conditions imposées 
à l’ensemble 4 et à l'application À, l'existence et l’unicité du 
point fixe. 


13.22. Supposons que M soit un espace métrique. 

Définition. Une application À de l’espace métrique M 
dans lui-même est dite contractante s'il existe une constante 6, 
0 < 8 <1, telle que, pour deux points quelconques y, 3 de l’espa- 
ce M, on a l’inégalité 


p (À (y), À (2)) & 8p (y, z). 
Théorème (principe dn point fixe de Picard-Benach). 


Toute application contractante À d'un espace métrique complet M 
dans lui-même admet un point fire et un seul. 


10s 
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Démonstration. À partir d'un point quelconque xo € M, 
construisons la suite des points 


2 = À (to), Te = À (x) = A? (to), . . ., En = A (Zn) = À" (xo), . . 


Cette suite est de Cauchy dars M. 
En effet, pour tont n >1, on a 
P (En, ns) = P(4" (x), 41 (20)) < 
<8p (4""1(z0). 4" (20)) < 8"P (Lo, T1), 
donc 
P(Znr Zn+p) LP (Znr na) HP (Ent, Tne) + +0 HP (Ensp-n Zn+p) K 
<I8" +014... +0P-1)p(x, A) 


SP (L+HO+OE ...)p(rn n)= 75 P (2 2): (1) 


cette quantité devient arbitrairement petite pour n suffisamment 
grand. M étant complet. il existe une limito 


z=limz CM. 


Montrons que x est un point fixe. Nous avons, pour n > 1, 
p (À (x), zn) = p (À (x), À (zn-s)) 8 (2, zn-1) —+ 0, 
d'où 
A(z)=lim z,—7z, 
n—00 


de sorte que zx est bien un point fixe. 
Supposons qu'il existe un autre point fixe y, de sorte que l’on 
ait A(xz) = zx et A(y) = y. Alors 


p (x. y) = p (A (x), À (y)) < Bp (x, y). 


Si p(z, y) #0, on peut diviser l'égalité par p (x, y) en arrivant 
à la contradiction 1 < 6 1. Par conséquent, p (x, y) = 0, zx = y 
et il n'existe aucun point fixe autre que zx. Le théorème est démontré. 


13.23. Points fixes de deux applications 
contractantes. Deux applications À (y) et By) d'un 
espace métrique M dans lui-même sont dites e-proches si, pour tout 
y EM, on u 


p (À (y), B (y)) < e. 


Lemme. Soient À (y) et B (y) deux applications contractantes 
dans un espace métrique complet M, telles que 
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p(A (y), A(z)) & Ba p(y, 2), p(B(y), B (2) < 65 p (y, 2), 


où Ba <1, 03 <L1Â, et soit 6 — max (04, 68). Si les applica- 
tions À et D sont e-proches, leurs points fixes sont distants l'un de 
l'autre d'au plus e/(i — 6). 

Démonstration. Soit yo un point fixe de l'applica- 
tion À. Le point fixe 2, de l'application Z peut être obtenu, d’après 
la construction 3.22, comme limite de la suite yo, B (yo). B? (yo), : - . 
En vertu de l'inégalité 13.22 (1) 


n 1 1 
Po B (yo) <—G5P Go B(H))=—5P (Ale), B(H))< 75 
en passant à la limite pour r — co, on obtient 


P (Yo 2) < —G 
ce qu'il nous fallait. 


$ 13.3. Existence et unicité de la solution 
d'une équation différentielle dans un espace normé 


13.31. Soient B un espace de Banach et ® (1, x) une application 
de l’espace B dans lui-même qui dépend d'un paramètre réel !, 
a<t<b. Soit u(t) une fonction vectorielle dérivable définie 
sur le même intervalle a < t  b, à valeurs dans l'espace B. Nous 
savons que la dérivée u” (£) est encore une fonction vectorielle définie 
sur le même intervalle a < t < b, à valeure dans le même espace B. 
Si l'on substitue à la variable x € B, dans la fonction © (t, x), la 
fonction vectorielle w (ft), on obtient une nouvelle fonction vecto- 
rielle ® Ît, u (t)]. à valeurs dans l'espace B, définie pour t € [a, bl. 

Nous tenons à résoudre l'équation différentielle 


(= Or, u (t)] (1) 
avec la condition initiale 
u (#0) —= Up, a lo < b, Uo € B. (2) 


Dans l'hypothèse naturelle de continuité qui sera précisée par 
la suite, la recherche d'une solution de l'équation (1) avec la con- 
dition initiale (2) est équivalente à la recherche d'uns solution de 
l'équation intégrale 

f 


u (t) = uo + j Dix, u(t)ldr, (3) 


parce que (3) se déduit de (1) et (2) en intégrant de t, à t, (2) se déduit 
de (3) par la substitution { — f, et (1) s'obtient de (3) en dérivant 
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par rapport à {. Ainsi, le problème est ramené à la recherche d’un 
point flxe de l'application 
f 


Az (#1= do+ | Or, r (0) à (4) 
to 
dans l'espace des fonctions vectorielles z (t). 


13.32. Naturellement, nous allons appliquer le principe du 
point fixe de Picard-Banach. Pour le faire, on doit disposer d’un 
espace métrique complet M et d’une application contractante À 
convenant à notre problème. 

Choisissons pour M l'espace de toutes les fonctions vectorielles 
continues zx (t), à valeurs dans B, qui sont définies dans un intervalle 
Lo — À, to + h]; la valeur de À sera indiquée plus bas. Munissons 
l'espace M de la métrique suivante 


plat), 22(1)]= max [fzi(t) — 72 (6) || 
lt to1<h 
L'espace métrique M ainsi obtenu est complet (12.23f). 


13.33. L'application À de l'espace M dons lui-même doit être 
donnée par la formule 13.31 (4). Précisons les conditions à imposer 
à la fonction © (f, x) pour quo la déflnition de l'application À soit 
correcte. Notamment, nous supposons que l’application © (+, x) 
soit continue par rapport à l'ensemble des variables £ et z; cela veut 
dire que quels que soient f:, 1 et e >> O, il existe un ô — 6 (4,,zx,, e) 
tel quo [| D (fi, x) — ® (fz, 2) [| Le dès que ||x — 22 || << 
< 6, [44 — ta | << Ô. Dans cette supposition, La fonction vectorielle 
D (f, xz(t)) est continue en t quelle que soit une fonction continue 
z (t). En effet, pourf; e >> 0 donnés, posonsz (f;) = x, et trouvons 
un 6 => 0 de façon à aroir || D (t:, xs) — D (f:, za) || << e dès que 
Ïl Ze — Ta || 8, [44 — 12 | << 6. Puis trouvons un 6, >> 0 tel que 
lt — t2 | << 8, impliqu l'inégalité || x (4) — x (42) [| << 6. Alors, 
pour |t; — 1, | << min (6, 6;), nous avons bien || ® (4:, z (4:)) — 
— Dit z(tr)) 1 < €. 


13.34. Ensuite, pour que l'hypothèse du théorème du point 
fixe (À est une application contractante) soit remplie, nous suppo- 
sons que la fonction ® (f, x) satisfasse à La condition de Lipschitz 
que voici: il existe une constante C telle que 


[D (4, mm) — D (t, 22) I SC [12 — 22 | (1} 


pour deux éléments quelconques z, et z, de l'espace B. 
Montrons que, dans les conditions formulées, l'application 
13.31(4} est contractante au moins pour À suffisamment petit. 
En effet, quels que soient deux points de l'espace M, i.e. deux fonc- 
tions vectorielles x (t) et y (t) définies sur [to — À, to + À] et con- 
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tinues, nous avons 
P(AIZ()], AlyG)= max Î A1 (6) — A ly(NI= 


= max | {D (x, z(r))— © (rt, y(r}}} dt |< 


<h max |O(, z())—@(, y(#)Il< 


It-tols 


<Ch el z(t}—y (t}|| = Chpo(z, y), (2) 


et, pour que l'application soit contractante, il suffit de choisir 
k << A{C. 


13.35. Nous sommes maintenant en droit d'appliquer Île prin- 
cipe du point fixe pour démontrer l'extstence et l'unicité de La solution 
de l'équation 13.31 (1) pour la condition initiale 13.31 (2). Pour le 
moment, cette solution n'est définie que sur [to — À, to + h], 
mais il est possible, en appliquant successivement le résultat établi, 
prolonger-la sur tout l'intervalle [a, b]. A savoir, fixons la valeur 
hk = 2/(3C) et appliquons le théorème démontré à la même équation 
différentielle 13.31 (1), mais avec la condition initiale 


hmtoth, ou (ts) = u (4), 


où u (!;) est la valour, pour t : #4, de la solution déjà construite 
définie sur [to — À, to + À]. Nous aboutissons à une nouvelle solu- 
tion u* (t} définie sur l'intervalle [t, — À, à; + hf. Or, en vertu 
de l’unicité démontrée de la solution, les fonctions u* (ft) et u (1) 
se confondent sur la partie commune de leurs domaines de défini- 
tion, et nous a vons donc affaire à une solution de l'équation 13.31 (3) 
définie sur l'intervalle [£, — A, 1, + 2h]. En continuant nous arri- 
vons, après un nombre fini de pas, à une solution définie sur tout 
l'intervalle [a, bl. 

Définitivement, nous avons démontré le théorème suivant: 


Théorème. Sila fonction © (t, x) est définie pour a 1 < b, 
z€B, continue par rapport à l'ensemble de ces variables et satisfait 
sur tout l'intervalle a < t << bd à la condition de Lipschitz 13.34 (1), 
alors l'équation 13.31 (1) avec la condition 13.31 (2) possède une solu- 
tion u = u(t) définie sur tout l'intervalle (a, db], qui est unique dans 
la classe de toutes Les fonctions vectorielles dérivables x (1), t € La, b], 
à valeurs dans l'espace B. 


13.36. Signalons le cas où la fonction vectorielle ® (1, x), pour 
tout 4€ la, bl, applique un sous-espace fermé fixe B, © B dans 
lui-même. Dans cette condition, si l’on choisit un vecteur initial u, 
dans le même sous-espace 1, alors la solution corespondante u (t) 
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appartiendra au sous-espace B, pour lous les 1 E la, b]. En effet, 
daus cette situation, nous pouvons dès le début considérer le sous- 
espace 2, au lieu de l'espacc B. Nous aboutissons à une solution 
duns le sous-espace B;; vu le théorème d'unicité, il n'existe dans 
l'espace B aucune autre solution de l'équation 13.31 (1) qui vérifie 
la condition u (to) = uo € B,. 


13.37. Solution comme fonction continue 
du vecteur initial. Ici la solution de l'équation 13.31 (1) 
avec la condition initiale 13.31 (2) est désignée por uw (t; to, wo). 
C’est une fonction qui fait correspondre à un vecteur w € B le 
vecteur  ({; to, Uo) qui dépend de t4 et t comme des paramètres 
numériques. Montrons que, dans l'hypothèse du théorème 13.35. 
pour to et t fixes, le vecteur u (t; to, uo) est une fonction continue de us. 

Considérons les applications 


Afz(t))=uo+ | Or, z(r)] dx, 


BIz(t}}=u + | Ofr,z(t)]dt 


PS S'y 


dont les points fixes sont les solutions de l'équation 13.31 (1) avec vo 
et u, pour vecteurs initiaux respectifs. Dans l'espace M des 
fonctions vettorielles x (4) définies et continues sur [f, — À, to + h), 
où À << 1/C, ce sont des applications contractantes avec une même 
valeur = Ch<A. Si [uo —u, | Le, ces applications sont 
e-proches (13.23), donc la distance de leurs points fixes ne dépasse 
pas r/(1 — 6). Autrement dit, 


ax |u(£; bo, —u(t; y u a, 

cree (£3 los Uo) (65 lo U) | 1—6 
Ainsi, lorsque la différence des deux solutions, pour { — to, est 
inférieure à e, elle est inférieure à €/(1 — 8) dans l'intervalle 
|é—t9| SA. En transférant le point initial de to à lt: = to+kh 
nous obtenons, comme dans 13.35, une possibilité de prolonger la 
solution dans l'intervalle to & to + R to + 2h; on répétant le 
procédé nous voyons que l'écort des solutions dans cet intervalle 
ne dépasse pas e/(1 — 6). En continuant nous arrivons à l'estimation 


. 6 
mar [2(é or Lo) —u (43 to m)| << TG 


où m=[]+1: notre proposition est donc démontrée. 


13.38. Opérateur résolvant. Soient uo € B un vec- 
teur quelconque et u (t) une solution de l'équation 13.31 (1) avec 
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u (to) — ua pour condition initiale. Pour un £ € La, b] fixe, le vecteur 
u = u ({) est défini d’une manière univoque. Il dépend de us ainsi 
que de £, et €. Notons ce fait comme suit: 

u (£) = io (uo). 


Ici Q, est une application de l’espace B dans lui-même que nous 
appellerons opérateur résolvant de l'équation 13.31 (1). 
Ainsi, pour l'équation linéaire homogène 


u' ({) = Au (t) 
l'opérateur résolvant est de la forme (13.13) 


Q = et-0) A, 


a. En vertu de 13.37, l'opérateur Qi est continu : si une suite 
u{1), u(2), ,.., ui, ... de vecteurs de l'espace B tend vers un vec- 


teur w,, alors la suite correspondante u(—Q4 (uf")) tend vers le 
vecteur u, = 0, (Uo). 

b. Il est évident que (wo) =uo, de sorte que Qi= E est un 
opérateur identique. 

c. Démontrons l'égalité 

= (1) 
quels que soient #6, ts, 2 de (a, b]. 

En effet, soient u, = Qf (us) et us = Of (ui). Le vecteur u, 
est la valeur, pour { = 1,, de la solution u (t) de l'équation 13.31 (1) 
qui prend la valeur u, pour t = to. Le vecteur u: est la valeur, pour 
t = 1:, de la solution qui prend la valeur u, pour { = £,. Vu l’unicité, 
ces deux solutions se confondent, ce qui démontre (1). 

d. En posant dans (1) 10 on a E—O$Q!, d'où l'inversibi- 
lité de l'opérateur Qf!. 


e. L'égalité OL AGu (t) peut être mise sous la forme 
d (R£, (u0)) 
9; À (e) [S% (uo)], (2) 
ou 
dQ! 
ne = À (t) OÙ, (3) 


en sous-entendant par la dernière notation que l'égalité (2) a lieu 
pour tout élément u, € B. 


13.39. Nous avons supposé que la fonction ® (£, x) soit définie 
pour tous les £ € [a, bl et x € B. L'existence et l’unicité de la solu- 
tion de l'équation 13.31 (1) dans un voisinage d'un point {4 avec 
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la condition 13.31 (2) peuvent être démontrées dans une hypothèse 
plus faible, à savoir: la fonction © (£, x) doit être définie pour 
a <t<bet ne doit être continue et satisfaire à la condition de 
Lipschitz que dans une boule 


V={zeB: lr—ull<r)}. 


Dans ce cas, si k est suffisamment petit, l'opérateur À trans- 
forme toute fonction continue zx (t}, à valeurs dans la boule V, en 
une fonction de la même boule. Par conséquent, on peut réaliser 
la démonstration de l'existence et de l'unicité de la solution en 
remplaçant l’espace métrique M de toutes les fonctions x (f) conti- 
nues sur [to — À, to + À] par l'espace métrique My des fonctions 
x (t) à valeurs dans la boule V. Cependant, la solution ainsi obtenue 
né sera en général pas prolongeable sur tout l'intervalle a < t < b. 

Une situation analogue a lieu dans le cas où la fonction ® (£, x) 
est définie et continue, pour a < { < b, dans tout l’espace B, mais 
la constante C de la condition de Lipschitz dépend des distances 
do l’origine des coordonnées aux points x, et x, de sorte que la 
condition de Lipschitz prend la forme 


ID (4, x) — D (ft, x2) | KCMIIm —2 


quels que soient zx, et x, de la boule {| x || < r. Dans ce cas, comme 
ci-dessus, la solution existe et est unique dans un voisinage de la 
valeur {, € La, b], mais elle n’est en général pas prolongeable jusqu'à 
la frontière de l'intervalle [a, b]. 


En tant qu'exemple, considérons l'équation z’ (t) = =? (t) sur l'intervalle 
—1 &t<& 1. Son second membre est continu pour tout x € R;; ensuite on a 


Izi—ril= lu Htzlln—-2l Sèrlm —-2zl 


: rte que soient z, et z2 de l'intervalle | z | <r. La solution de l’équation 
onnée, pour la condition initiale x (0) = zo, a la forme 


T9 
1— {To 


z(t)= 
et n’est pas prolongeable sur tout l'intervalle —1 & t & 14 3i | ze | > 1. 


$ 13.4. Système d'équations vectorlelles 
13.41. Soit toujours B un espace de Banach et soit r fonctions 
©, (e, Lis Zn); ve D, (4, Lis Zn) 


dont chacune dépend d’un paramètre réel & € (a, b] et de nr variables 
Lis + + En parcourant B, chaque fonction (ft, x, ..., x,) 
prenant ses valeurs toujours dans l'espace B. Considérons 
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le système d'équations différentielles 
ui(t)—@,(£, u:,..., un), 
Us (4) =D; (ë, Ugs ce. Un), 


opus (1) 
un(t)= Dn(£, u, -.., Un) 
avec les conditions initlales 
Ui(lo) = M EB, ..., us(to) = PL EB,a<to<b. (2) 


Naturellement, on appelle solution du système (1) avec les condi- 
tions (2) un système de fonctions vectorlelles u, (1), ..., u, (t) 
définies pour a & t  b, vérifiant toutes les équations du systè- 
me (1) ainsi que les conditions (2). 

Par définition, une fonction ®, ({, xi, ..., x) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables t, x, ..., x, si, quels que 
soient £,zy, . . ., Zn et e >> O, il existe un 6 => 0 tel que les relations 


lé—tol<6, [Izi—zll << 6, ..., [[zn —znfl << 6 
impliquent l'inégalité 


On CE, Ti, -.., En) — Da, zu ..., En) |] Ke. 


Par définition, la fonction ®, (4, z1, . .., æ,) satisfait à la 
condition de Lipschitz par rapport aux variables x,, ..., x, s'il 
existe une constante C telle que 


Da, Ti, ..., En) — Dal, zu, ..., an) [| < 
n 
<C 2 


quels que soient 2n éléments x, ..., zh, 1, ..., z, de l'espace B. 
13.42. Le théorème suivant a lieu: 


Théorème. Si toutes les fonctions Dx (ti, x, . . ., zh) sont 
continues par rapport à l’ensemble des variables !, x, . .., x, et 
satisfont à la condition de Lipschitz par rapport aux variables x;, . .. 
+ + + Zn, alors le système 13.41 (1) avec les conditions 13.41 (2) possède 
une solution (u, (t), . .., u, ({)) et une seule dans la classe de tous 
les complexes (xi(t), . .., x (t)) que l'on peut construire avec les 
fonctions vectorlelles dérivables à valeurs dans l'espace B. 

Démonstration. Construisons un nouvel espace vectoriel 
normé B" des complexes x = (x, . .., x) formés chacun de n élé- 
ments de l'espace B. Les opérations linéaires dans l'espace B" 
s'effectuent par coordonnées: si Z= (x, «4 2) CB” 
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y = (Ya, . . ., Yn) € B”, alors 
THY = UT + Ya es En + Ynh, 
az = (az, . . ., AZ). 
Les propriétés nécessaires des opérations linéaires ainsi introdui- 
tes s’établissent facilement à partir des propriétés respectives des 


opérations linéaires dans l’espace B. Ensuite, nous choisissons pour 
norme dans B” la quantité 


(HAE D 


Les propriétés nécessaires de la norme dans l'espace B”" se dédui- 
sent facilement des propriétés respectives de la norme dans l'espace B. 
La convergence en norme (1) dans l’espace B" est la convergence par 
rapport à chaque coordonnée dans l’espace B. Enfin, l’espace B 
étant complet, on démontre aisément la même propriété pour B". 

On peut considérer le système de fonctions 


Yi= Dit, Zi, ..., Zn), 
Y2 = D; (4, Liv ss Tn): (2) 


Yn = Dh (4, Lis Tn) 


comme une seule application y = ® (t,x) de l'espaco B” dans 
lui-même. Montrons que, dans les hypothèses sur les fonctions 
D (4, Zys +. ., æn) formulées plus haut, la fonction © (f, x) est 
continue par rapport à l'ensemble des variables et vérifie la condi- 
tion de Lipschitz par rapport à la Variable x. Pour f?, x;, ..., 
et e = 0 donnés, trouvons un nombre & à partir de la condition 
de continuité de toutes les fonctions ®, (4, x,, . .., x,) de sorte 


que si |[{—11|<6 et si r = (2, ...,z,) est tel que 
lz—z1l= 2 Izs—zsl < 6, 

alors on a 

ND; (É, 2, ..., En) —D(t, 2 ...,2n)l <<. 
Il en résulte que 

ND (, z)—D(, x) || = 
n 
2 ID, (4, Ti. En) —D;(4, Li, -. +» En) Il LE: 


par conséquent, la fonction ® ({, x) est continue par rapport à l'en- 
semble des variables. Ensuite, il résulte de la condition de Lipschitz 
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pour les fonctions ®, (f, z1, . .., x,) que 
CE ET E 
“2 Il D: (£, La ne ., En) — D; (£, Lis “ss Zn)]] < 


n n 
< D D CI Z—an (= Cri z—z 1 
de sorte que © (1} x) satisfait à la condition de Lipschitz par rapport 
à la variable z. 
D'après le théorème 13.35, l'équation différentielle 


u' (4) = © (1,2) (3) 


pour une fonction vectorielle u (1) à valeurs dans l’espace B", avec 
la condition initiale 


u (to) = p = (Pas - +, Pn) € B° (4) 
possède une solution u (f) définie pour # € [a, b] qui est unique 
dans la classe de toutes les fonctions vectorielles dérivables x (1) 
à valeurs dans l'espace B". Etant donné que, conformément aux 
définitions, 

u() = (ut), ..., un (#)), u° (4) = (us (1), -.., un (#)), 
l'équation (3) avec la condition (4) pour une fonction u (1) est équi- 
valente au système 13.41 (1) avec les conditions 13.41 (2) pour 
les fonctions u, (ét), ..., u, (t). Le théorème est démontré. 


13.43. S'il existe un sous-espace fermé BP, B tel que, quels que 
soient { € la, blet x, z2, . . ., x, € B, les valeurs ®, (4,x,,...,2x,) 
= 1,,..., nr) et les vecteurs initiaux pPy, ..., P, appar- 
tiennent à B,, alors les valeurs de toutes les fonctions u, (f), ... 
«. Un (t) représentant la solution du système 13.41 (4) avec les 
conditions 13.41 (2) appartiennent celles aussi à l'espace B, pour 
tout 1€ [a, b]. 
En effet, considérons dans B" le sous-espace B? des vecteurs 
= (24, ..., Zn) dont chaque coordonnée appartient au sous-espace 
B; © B. Il est aisé de prouver que B° est fermé dans B". Par hypo- 
thèse, la transformation 13.42 (2) applique PB? dans lui-même. 
Par conséquent, compte tenu de la remarque 13.39, si le vecteur 
(Pis + +, Pn) est de B%, il en est de même de la solution 
(u (4), .. . Un (t)), pour tout t € La, bl, ce qu'il fallait démontrer. 


$ 13.5. Equation vectorielle d'ordre supérieur 


13.51. Considérons encore une fois un espace de Banach B et 
soit ® (ft, z, . .., zn) une fonction d'un paramètre réel {, a 1 < 
& bd, et de nr polnts z,, ..., x, de l'espace B, à valeurs dans le 
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même espace B. Soit 
um) ()=OD(t, ut(t),...,utm-t)(t)) (1) 
une équation différentielle d'ordre m complétée par les conditions 
initiales 
u(t)—p€B, u'(t)=p€B,...,um-19(4)= pneEB. (2) 
Théorème. Si La fonction © ({t, x, ..., x) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables t, x, . . ., x et satisfait à la 
condition de Lipschitz par rapport aux variables x, . .., Zzm, alors 
l'équation (1) avec les conditions (2) possède une solution u = u (1) 
el une seule dans la classe de toutes les fonctions m fois dérivables x (t) 
à valeurs dans B. 


Démonstration. En plus de l'équation (1) et des condi- 
tions (2), considérons le système d'équations différentielles 


u, (t) = U (t), 
us (£) — Us (£), 
: (3) 
Um= + (£) = Um (4), 
um(t)=O({(t,w(f),...,um(£)) 


avec les conditions initiales 


U: (Lo) = Ps + + + Um (fo) = Pme (4) 


Le système (3) est un cas particulier du système 13.41 (1) que 
l'on oblient en posant 


Di(l, Zi, ..., Tm) = To, 
® (4, Lis Tm) © Ta, | 
relie stellaire ec ierte | (5) 
Din (f, Ti, Tm) Æ Tm: 
Dal, Zi,...,2m) = D(f,Z,..., Tm). 


Dans le présent cas, toutes les fonctions 
Dal, Zi, -.., Im) (k=1Â,...,m) 


sont continues par rapport à l’ensemble des variables 4, x,, ,.., zh 
et satisfont à la condition de Lipschitz par rapport aux variables 
Lis + «+ mi C'est évident pour les m — 1 premières fonctions ®, et 
donné par hypothèse pour la dernière. 

Par conséquent, en vertu du théorème 413.42, le système (3) 
avec les conditions (4) possède une solution u, (f), . .., um (£). 
Posons u (ft) ss u, ({). La première équation du système (3) montre 
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que u”({) = u2(t), la suivante que u”(r) = u,(t) = u, (t), etc. ; 
la (m — 1)-ième équation montre que ul) = um. (4) = 
= un (ft), et enfin la dernière que 


ut (t)=un()=O(t,.u,u,...,utm-1)), 


Ainsi, la fonction vectorielle u (t) vérifie l'équation (1). Conime 
les conditions (4) sont également satisfaites, cette fonction vérifie 
les conditions (2). De la sorte, l'équation (1) avec les conditions (2) 
possède une solution. Montrons qu'elle est unique. Si u (4) est une 
solution quelconque de l'équation (1) avec les conditions (2), alors 
le système de fonctions 


m(jæult), uw(t)æ=u(t),...,un(t) =um-1) (4) 
vérifie, évidemment, le système (3) avec les conditions (4); comme, 
d'après le théorème 13.42, la solution du système (3) avec les condi- 
tions (4) est unique, nous avons u(t)æ=u(t)=u(t) = ut), 
ce qu’il fallait démontrer. 


13.52. Supposons qu’il existe un sous-espace fermé 8, B 
tel que la fonction ® (f, x, ..., zh) prend ses valeurs dans B, 
quels que soient 1 E la, b] et x € Bi, ..., ïm € Bi. 

Si, de plus, les vecteurs p;, ..., Pm qui figurent dans les condi- 
tions initiales pour l'équation (1) appartiennent eux aussi au sous- 
espace B;, alors la solution correspondante x (£) appartient également 
à B, pour tout t € la, bi. 

En effet, dans les conditions formulées, toutes les fonctions du 
système 13.51 (5) ont leurs valeurs dans B, six, € B,,..., xzn € B1. 
I] résulte de pi € Bi, . .., Pm € B1, en vertu de la remarque 12.53, 
que u(f) E Bis, ..., um(t) E B, pour tout tEla, b]. Comme 
ui ({) = ut), nous arrivons au résultat cherché. 


$ 13.6. Equations et systèmes linéaires 


13.61. Considérons un opérateur linéaire borné A ({) dans un 
espace vectoriel normé B, qui dépend d’un paramètre {,a <St< b. 
Nous disons que l'opérateur A ({) dépend continüment de t si, pour 
tout e >> 0, il existe un 6 => 0 tel que [j À (t) — A (4) || << e dès que 
[ét —1t|<6 (ici || {| désigne la norme d'un opérateur linéaire 
(12.71b)). 

Une fonction © (4, x) à valeurs dans l’espace B est dite du premier 
degré par rapport à la variable x € B si 


O ({, x) = A(t) x + b (6), (1) 
où À (£) est un opérateur linéaire borné qui dépend continôment 


du paramètre { et b ({) une fonction continue à valeurs dans l'espa- 
ce 
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Montrons qu'une fonction © ({, x) du typo (1) est continue par 
rapport à l'ensemble des variables t, x. 

L'opérateur A (t) peut être considéré comme fonction continue 
de { à valeurs dans l'espace normé L(B) de tous les opérateurs 
linéaires bornés dans B (12.73a). Une telle fonction cst Lornée sur 
l'intervalle a St b, donc 


sup [A (|| = À < co. 
asi<b 


Pour e > 0, t et x donnés, trouvons un & = Ô(e,t, x) de façon 
à avoir les inégalités 


xl AG—AGOI<S, 
IHOETCIES: 
pour [£—t|<<6. Alors, pour les mêmesi, £ et pour Lz— xl << 
<< e/(34), nous avons 
IDE, D—D(, r)= 
=||A(G)z—A()z+A (z—A()z+b(E)—B(E) || < 
<|A@INIZ—zIl HA O—A(OIIZI +1 BOIS 


8 ,& ,« 
< À tata e 


et la continuité demandée est établie. 

Montrons à présent qu'une fonction du type (1) satisfait à la 
condition de Lipschitz par rapport à la variable x, avec la consiante 
CA sup Î1 A (6) Il. 


[RS 
En effet, d'après la définition de la norme d'un opérateur, nous 
avons 


IDC, 2—O(, 2II=IA(G)z—A(GzI< 
<ILA ()INIz—z<ANz- ZI. 
ce qu'il fallait démontrer. 


13.62. En appliquant le théorème 13.35 rous arrivons au résultat 
suivant : 


Théorème. Une équation différentielle linéaire 
u"(t) = At)u(r) + b (+1) (1) 


où At) est un opérateur linéaire borné dans l'espace B, qui dépend 
continûment du paramèire 1 € [a, bl et b (t) est une jonction continue 


6 33,6 ÉQUATIONS ET SYSTÈMES LINÉAIRES 101 


à valeurs dans B, avec La conditior. initiale 
u (£0) = Us, (2) 


possède une solution u — u (t) et rine seule qui est une fonction déri- 
vable à valeurs dans B. 


13,63. Systèmes d'équations linéaires. Soit 
un système d'équations linéaires 


u’ (£) = Au (£) us (€) + ….. + Ain (£) Un(t)+b:(e), } 
D (1) 
Un (4) = Ans (E) u3 (6) +... + Ann (£) Un (€) + bn (0), 

où An(DH Ok =1, ., À) sont des opérateurs linéaires bornés 
dans " ‘espace B qui dépendent continüment du paramètre £ € [a, b] 
et b, @: b, (t) des fonctions vectorielles continues de t à vsleurs 

dans B. Le ‘système (1) est complété par la condition initiale 
A SR RE (2) 


Théorème. Le système (1) avec la condition initiale (2) a une 
solution (us (£), . .., u, (t)) composée des fonctions vectorielles de 
tEla,bl, à valeurs dans B et une seule. 

Démonstration. Le système (1) est un cas particulier 
du système considéré dans 13.41: 


u,(t)=Oi(é, wi, ...,un), 


CR 


Un (£) =; (4, Ui, -.. Un). 
Ce cas s'obtient en posant 


D, (£, Lis +.) Zn) = An (Or +...+Am (€) za + br (2), 
k=1,...,n. (3) 


Pour appliquer le théorème 13.42, il faut REQNVO que toute 
fonction (3) est continue par rapport à l'ensemble des variables 4, 
Ti, + - + En et nn à la condition de Lipschitz par rapport aux 
variables x, ..., Or, nous avons vu dans 13.61 que chaque 
terme Am (£) Zm . ba (t) vérifie ces conditions; {l en est donc de 


même de leur somme (3). L'application du théorème 13.42 achève 
notre démonstration, 


13.64, Si Îles opérateurs Az (j,k = 1, ..., nr), pour tout 
t € la, b], appliquent un sous-espace fixe B, « B dans lui-même 
et si les fonctions b; (t), pour t € la, b]l, prennent leurs valeurs dans 
Le sous-espace B,, alors, quels que soient les vecteurs ne 

- .. Pn du Sous-espace P,, toutes les fonctions u, (+), ns (4) 
tomiant la solution du système 13.63 (1) avec les conditions 13. 63 (2) 
prennent leurs valeurs dans le sous-espace B,. 
11—2286 
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En effet, dans les conditions formulées, les fonctions 
®, (4, Dir Tn) = | A (4) Zi + + Ajn (t) In (j=1, ET n), 


pour m € B,,..., x € Bi, prennent leurs valeurs dans le sous- 
espace Z,, et l'on peut appliquer 13.43. 


13.65. Equation linéaire d'ordre supérieur. 
Considérons une équation linéaire d'ordre n 


un) (E) = As (4) u (4) +. + An (6) ut 0 (1) +b (+) (1) 


par rapport à la fonction incoonue u ({) à valeurs dans l’espace B, 
avec les conditions initiales 


u(H)=p1€B,..., u(n—1) (45) = Pa € B- (2) 


Ici A4 (£), pour tout ? € la, bi, est un opérateur linéaire borné 
dans l'espace B et b(t) une fonction continue à valeurs dans Île 
même espace. 


Théorème. L'équation linéaire (1) avec les conditions inilia- 
les (2) possède une solution u (t) et une seule dans la classe de toutes 
Les fonctions vectorielles n fois dérivables à valeurs dans l'espace B. 

Démonstration. L'équation (1) est un cas particulier 
de l'équation considérée dans 13.51: 


um(=O(,u.u,...,utm-t)), 


Ce cay s'obtient en posant 
D (4, Li, .… Tn) = A; (4) La | + ... + An (£) In + b (2). 


Nous avons vu dans 13.63 que la fonction ® est continue par 
rapport à l'ensemble des variables {, x, ..., x, et vérifie la condi- 
tion de Lipschitz par rapport à z1, . .., z,. Par conséquent, le 
SRE 13.51 est valable. En l'appliquant on obtient le résultat 
cherché, 


13.66. Si les opérateurs A, (£), . .., A, (!), pour tout £ € La, b], 
appliquent un sous-espace fixe B, € B dans lui-même et si la fonc- 
tion b (t) prend toutes ses valeurs dans ce sous-espace, alors, “quels 
que soient les vecteurs initiaux p,, . .., p, de B1, la solution u (t) 
de l'équation 13.65 (1) avec les conditions 13.65 (2) appartient, 
pour tout { E[a, bl, au sous-espace B,. 

En effet, dans les conditions formulées, l'hypothèse de la remar- 
que 13.64 est vérifiée ; en l'appliquant nous obtenons, en particulier, 
que u, (£) = u (t) appartient à B, pour tout { € {a, bI, ce qu'il nous 
fallait. 
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& 13.7. Opérateur résolvant d'une équation linéaire homogène 
13.71. L'équation 13.62 (1) avec bd (t) = 0: 
u' (4) = A (4) u (+) (1) 


s'appelle équation linéaire homogène. 

L'équation homogène possède une solution évidente u (t) = 0. 
Toute autre solution de l'équation homogène ne s’annule pour 
aucun { €[a, b] d'après le théorème d’unicité 13.62. 

En additionnant et en multipliant par les nombres les solutions 
de l'équation homogène (1) on obtient d'autres solutions de la 
même équation. En effet, si uw, (£) et u: ({) sont des solutions de 
l'équation (1), alors, quels que soient les nombres a, et a>, on a 


(œus (#) + aus (4)) = aus (t) + œou, (1) = 
a A (4) ui (£) + œ2A (+) u2 (4) = 
A (+) lœus (£) + œauo (1)], 


donc œu,(f) + œous (() est encore une solution de l'équation (1). 


Considérons l'opérateur résolvant CLR (13.38) de l'équation homo- 
gène (1). Cet opérateur est linéaire, c’est-à-dire que, quels que soient 


deux vecteurs u,, u: et deux nombres &;, &>, on a 


Qilœiu + a2u2] = œ Q, (4) + CA QT (22). 


En effet, le second membre considéré comme fonction de f{ est une 
combinaison linéaire de solutions de l'équation (1) dont la valeur 
pour { — test œuy + aus. D’après ce qu'on a vu, il représente une 
solution de l'équation (1}. Le premier membre, d’après la définition 
même, est la solution de l'équation (4) qui vaut œu, + œous pour 
t = to. En vertu du théorème d’unicité, ces solutions se confondent 
pour tout {4 Ella, b], ce qu’on affirmait. 

Donc, pour l'équation linéaire homogène (1), l'opérateur résol- 
vant QK est un opérateur linéaire. Rappelons que, d'après 13.38, 
il est continu et inversible. Dans ce qui suit nous écrirons ju au 
lieu da Sf (u). 


13,72. Etudions la structure de l'opérateur résolvant de l’équa- 
tion homogène 13.71 (1) dans l'espace n-dimensionnel À, des vec- 
tours zx = (E,, ..., En). 

Choisissons dans l'espace À, nr vecteurs linéairement indépendants 
quelconques fi, . . ., fn. Alors, à l'équation vectorielle 13.71 (1) 
par rapport à la fonction vectorielle inconnue u (4) = D, uy (t) fn 

{1° 
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il correspond le système d'équations scalaires : 


Lu (6) = aus (2) y (€) +. + Gin (£) Un (E), à 
RS An ES TE EN lee te à (A 
un(t)=an (£) Us (DT as: + nn (£) Un (e). 


A l'opérateur résolvant Q;, nous pouvons faire correspondre, d'après 
les règles générales 12.17a, la matrice dont la k-lème colonne est 
formée des coordonnées du vecteur Q1,f, (4 = 1, ..., n). En d'autres 
termes, à l'opérateur résolvant Q4, il correspond la matrice 


fus (€) fa2(€) «+ fin (0) 
Wi, = f2a (€)  f22(€) - : + fan (0) | (2) 


CCR 


fns (E) fn2(0) ++. fan (0) 


Où fin (4); +. «s fnn (£) sont les coordonnées de la solution f, (f) 
dont la valeur pour £{ = {, est le vecteur /,. La matrice (2) s'appelle 
matrice de Wronski du syslème (1), et son déterminant est le détermi- 
nant de Wronski, ou wronskien du système (1). Pour une matrice 
constante À = |]a,, ||, nous avons écrit la matrice de Wronski 
dans 13.15. 


L'opérateur Q!, étant inversible, la matrice (2) est non dégénérée 
pour tout f{ € la, b], ot le déterminant de Wronski ne s'annule pour 
aucun {€ a, bl; ainsi, les solutions fi (6), ..., f, (4) qui sont 
linéalrement indépendantes pour { = {, le restent pour tout £ € la, b]. 

La solution de l'équation 13.71 (1) avec un vecteur initial quel- 


conque (pour £ = {o) u = D uf, est construite d’après la formule 
h 


générale 
n n 
u(D=Qu=@ S'ufie D ui: 
Rai hui 


par conséquent, toute solution du système (1} est une combinaison 
linéaire de nr solutions particulières fi(£), . . ., fn (4). 

Nous voyons que, dans le présent cas, l’espace de toutes les 
solutions du système (1) est de dimension n et que les fonctions 
vectorielles f, (£), ..., f, (4) en constituent une base, L'ensemble 
des fonctions vectorielles f, (4), ..., f, ({) est appelé système fon- 
damental de solutions du système (1). 


13.73: Calcul du déterminant de Wronski. 
Le déterminant de Wronski 
Ju(€) 12(€) : -. fin (©) 
ER O RE LA 0 Et SRE, (1) 
fni (8)  fn2 (4)... fnn (4) 
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peut être appelé, par analogie avec l'algèbre vectorielle, « produil 
mixte » des vecteurs fi (9), . .., f, (6). Il a pour éléments les fonc- 
tions dérivables y, (4), donc est lui-même dérivable. En le dérivant 
d’après la règle 7.14f on trouve 


la &). cosofu()) =1f:(), 200), fn (01+ 


+ 1100, 100), 0, fn (+. +40)... fn = 
= [A (4}f1(0, fa), 0. fn (OI + [fs (0). À (0) fa (8). , fn (0) +... 
se + 1/00), f2(6),..., A (6) fn (0). 
Dans le k-ième terme de la somme trouvée, la seule composante du 
vecteur À (4) f, (£) qui importe est celle suivant le vecteur /; (4), 
car chaque autre composante amène à un déterminant ayant deux 


colonnes identiques, donc nul. La composante mentionnée vaut 
ayn (à fn (0. Définitivement, nous avons 


TL ee fn (1 = (aus E) + 2 + ann (6)) La (0 es fn OL. (2) 


La quantité Lr À (9) = ay () + ...+a,, (t) est la trace de la 
matrice À ({). En intégrant l'équation (2) nous trouvons 


Ê tr Acrar 
La (6), fn (0)] = [1 (to), - : - , fn (to)] eto (3) 


Rappelons que la quantilé tr À ({) ne dépend pas du choix de la 
base fa …, fn 9 À 


13.74. Equation du nième ordre. Nous avons vu 
dans 13.51 que l'équation 


y (= an (y NE +... +alouus, b(t) (1) 
est équivalente au système 
u, (t)= u(t), 
u, (4) = us @, (2) 


un({)—=a; & ua ()+a2(t) u2(0) +... + an (6) Un (4) + b (6), 
où 
u(t)=y(t), u(4)=y"(),...,.un(t) = y 0 (4). 


Ainsi, un vecteur solulion u, (f), ..., u, (t) correspond à une 
collection y(£), y’ (4), . .., y" (4). Conformément à 13.72, 
toute solution w(t) de l'équation homogène 


tn) (4) = an (4) An (4) +... + a (t) wi (1) (3) 
*) Cf., par exemple, [14; 5.53), 
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peut ôtre mise, d'une façon univoque, sous la forme 
uw (f) = Ciun (0 +... + Cu, (0), 


où un (f), .... w, (4) est la solution correspondant à une matrico 
non dégénérée des données initiales 
wi (Lo) .s+ Wn (Lo) 


= W [ui (to), ..., Wn (to)]. 


wi” 1} (to) TE wat (o) 
La matrice des solutions (matrice de Wronski) 
w) (£) “5 wh(t) 


= W ui (0), wn (0) 


win 1) (L) . ur (4) 


reste alors non dégénérée pour tout {€ la, bl. Son déterminant, 
d'après La formule 13.73 (3) et compte tenu de la forme particulière 
de la matrice du système (2), vaut 
t 
fantodr 
det W [w, (6), ..., wa (t)] = det W [uw (fo), . .., wn (lo)] e° 


$ 13,8. Résolution d’une équation linéaire non homogène 
13.81. L'équation 
u' (D = A (fu (#) + b (0) (1) 


avec b (4) = O0 s'appelle équation linéaire non homogène. La diffé- 
rence L, ({) — v, (t) de doux solulions v, (£) et v, (t) d'uné équation 
non homogène est, évidemment, une solution de l'équation homo- 
gène correspondante. Par conséquent, étant donnée une solution 
particulière v, (f) de l'équation non homogène (celle, par exemple, 
qui vaut O pour £ = (9) et connaissant l'opérateur (2, on peut 
obtenir n'importe quelle solution de l'équation non homogène (celle, 
par exemple, qui vaut v, pour { = {5) à l’aide de la formule 


v(t)= vi (1) + Ov. 
Etant donné l'opérateur Qf, la solution &, (f) peut être construite 


par la inéthode de variation de la constante. Notamment, cher- 
chons vw, (f) sous la forme 


vi (0) = QC (+), (2) 


où C (t) est un vecteur variable inconnu (s'il ne dépendait pas de #, 
on aurait uue solution de l'équation homogène, ce qui explique 
l'appellation de la méthode). Pour obtenir v, ({o) = 0, nous allous 
construire le vecteur C (t) de façon que € (40) = 0. 
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En vertu de 13.38 et du lemme 13.13, nous avons 
vi (4) = (OR) C (4) + QC" (6) = A (1) RC (E)+ QC (0). (3) 
D'autre part, 


A(t)ui(o +b(t) = A (1) QC (4) +b(e). (4) 
En égalant les seconds membres de (3) et (4), nous trouvons 
AC" (t)=b (1). (5) 


En appliquant aux deux membres de l'égalité l'opérateur Q% inverse 
de Q7, (13.38d), nous obtenons 


C'(t}=Q$b (0, 
d'où 


{ 
C(t) = Î Qb (x) dx, 
to 


en choisissant le vecteur qui s'annule pour {:= 4. 
Définitivement, nous aboutissons à la formule 


Î i 
v(=R4 QD (x) de + vo = Oro + Qtb (x) dr. (6) 
te L 


Sa validité peut à présent être prouvée directement, en se servant 
de la règle de dérivation 9.86b (qui s'étend facilement aux fonctions 
vectorielles). 


13.82. Si B = Zi, et À (f) est une fonction numérique, nous 


avons (13.12): 
! 


Sacniar 
eo ; 
par conséquent 
1 L 
[acmar 1 [A(w6)a0 
vit)=ee vo + Î et b(x)dr. (1) 


En particulier, pour A(t) constante, A(t) = À, on a la formule 
1 


v(t)— Se | et-Ab (x) dr (2) 


13.83. Les formules 13.81(6) et 13.82(1) sont également valables 
dans lo cas général où u (t) est une fonction vectorielle à valeurs 
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dans un espace normé B ct À {£) un opérateur linéaire dans B. Les 
symboles figurant dans ces formules sont à considérer au sens de 
13.13 et do 13.19, pour respectivement A ({) = À constant et A (t) 
variable. 


En particulier, si l'opérateur À ({) = À ne dépend pas de t et 
si la fonction b(£) a la forme particulière 


b(t) = È P, (4) eQntbx, 


où P, (ft) est un polynôme, Q, un opérateur constant qui commute 
avec l'opérateur A, db, des vecteurs fixes de l'espace B, alors l'inté- 
grale 13.82(2) peut être calculée explicitement. Dans le présent cas, 
la structure du résultat peut être prévue à des coefficients indéter- 
minés près; c'est pourquoi on peut chercher la solution par la méthode 
des coefficients indéterminés. 


13.84. Considérons le cas d'espace n-dimensionnel B — AÀ,. 
Ici l'opérateur résolvant Q1 est donné par la matrice de Wronski 
13,72 : 


fas(e) f12(0) fin (0) 
Q, = fes (€) fa2(t) :-. fan (4) 


4 


fn1(t)  fn2(8) : +. fnn () 


On cherche la solution de la forme 13.81(2): dans le cas considéré 
on peut écrire 


dy (4) = 2 fn (#) Ca (E), 


où Cut), ..., Ch (t) sont les fonctions à déterminer. L'équa- 
tion 13.81(5) prend la forme du système 


2 fyn (0) C (8) = bn (2). 


En le résolvant par rapport aux C;(£) et en intégrant ensuite de 
lo à { On aura les quantités cherchées C, (4). 
13.85. Considérons l'équation du n#-ième ordre 


y) (= an (y 0 (+... + ()y (8) + b (L}. 
L'opérateur résolvant du système équivalent 
ui (t)= ue (1), 
u,(t)=us(t), 


un(t=a(t}u, (ft) +... +an(tu,(), 
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où ui (4) = y(t), us (D = y" (0, ..., nu, (0 = y (t), a la for- 
me (13.74) 


w (£) ee Wn(t) 
n=|vi0  ….uw;(0 


we 0 (we (4) 


we (t), . .., w, (€) étant des solutions associées à une matrice non 
dégénérée des données initiales. La solution est cherchée sous la 
forme 13.81(2), c'est-à-dire que l'on a (pour la première ligne): 


n 


v(t) = D wat) C;(6). 


Ru] 


Les équations 13.81(5) ont, dans le présent cas, la forme suivante: 


n 


S un(t)Ca(t)=0, 
Kai 


D wà ( Ci (9 = 0. 


D ur D (0) Ci (9 (0). 


En les résolvant par rapport aux Ci (t} et en intégrant de fs à £ nous 
trouvons les fonctions C, (t)}, donc la solution cherchée v (t). 


Exercices 


1. Nous avons deux solutions différentes y sn 0 et y = 2° d'une même 


équation différentiello a = 3/3, avec la même condition initiale y (0) = 0. 


Est-ce que co fait ne contredit pas la théorème d'uniciié 13.35? 

2. Un point pesant P glisse sans frottement le long d’une courbe. Quelle 
doit être lu courbo pour quo la projection du point sur (a) la droite horizontale, 
(b) la droite verticale sa déplace d'une façon uniforme? 

3. On connaît uno solntion particulière u4 (t) d’une équation linéaire du 
second ordre u°”(t) + a (thu’ (t) + b (+) on = 0. Comment trouver une 
autra solution: linéalrement indépendante de la première? 

4. Conformément à 13.17, une équation linéaire du n-ième ordre à coeffi- 
cients constants est équivalente à un système du {2r ordre dont la matrice a un 
polynôme minimai de degré n. Montrer que tout système de n équations du ir 
Ordre possédant cetta propriété est équivalent à une équation du n-ième ordre. 

5. Soicnt u° (t) = À ({) ne une équation vectorielle (u (?) € R,) et A (t) 
un Opérateur périodique de période T (i.a. A (t + T) = A (t)). Montrer que 
QT = Ch, où C est un opérateur constant. 


6. On donne r < # fonctions vectorielles linéairement indépendantes 
u 1), - ., un (+) à valeurs dans l'espace AY at dérivables pour tout t € [a, b). 


170 CH. 13. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


Montrer qu’il oxiste une équation w” (+) — A (t) u (t) avec un opérateur continu 
À (t) dans Ry qui a ces fonctions vectorielles pour solutions. 
7. On a n fonctions scalaîres linéairement Indépanduntes y, (1), . .., y ) 


qui sont x fols dérivables. Est-il possible que leur déterminant do Wronski 
soit identiquement nul? 


8. On a n fonctions scalaires linéairament indépendantes y (t), - - ., ÿn (t) 
qui sont x fois dérivables et dont la wronskien est non nul. Construire une équa- 
tion du n-1ême ordre avec les solutions y (t}, . . ., y, (t). 


9, Si los fonctions À (t) at b (r) ont les dérivées continues y compris la 
m-ième, alors une solution de l'équation linéaire 


u° (t) = À (t)u (8 + b (+) 
a les dérivées continues y compris la (m + 1)-ième 


10. Sly (0) = Oet l'inégalité y” (t) — ky (t) < p (t)'a leu pour0 &Kt<&T, 
alors l'inégalité 


t 
y()< f e-A tn (s) ds 


a lieu elle aussi pour 0 K1&T. 
11. (Suite.) Si l'inégalité 


t 
vo <e + fete 


a lieu pour 0 &< 1 & T, alors il an est de même de l'inégalité 
t 


w(t)<p()+k ÿ p(s)ehtt-n ds. 
12. (Suite.) Nous dirons qu'une fonction y (t)}E X sur [0, T1 est une 
e-presque-solution de l'équation u° (t) = f (4, u) si 
y —/G y (NE e 


sur 0, 7). Montrer ques pour toute solution u (t) at pour toute #-presque-solu- 
tion y (t), on a l'Inégali 


Mu (9) — y (4) 11 1 2 (0) 0 (0) DeRt + fert— 1], 


où k est la constante dans la condition de Lipschitz pour la fonction f (f, u). 
13. (Suite.) Considérons l’équation 


u'(= A(u(t), u(CO=un 0KIET, (1) 
aver un opérateur continu donné A (s). Soit 


= (0m tt... tn = TT}. 
Définissons une fonction vectorielle continue rt (t) comme suit: 


Un (0) = ÿo: 
Ynr tue) = ny (x) + À (x) re (ta) tn (k = 0, 1, ..., n — 1); 
Yn (4 est du premier degré pour ty & t & lys (k cs 0,1, ..., n — 1), 
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Pour un s > 0 donné, construiro uno parlition Il telle que la fonction 
ÿn (t) devienne e-presque-solution de l'équation (1). 


14. (Suite.) Montrer qu’une «olution de l'équation (1) (exercice 13) est 
donnée par l'expression 


0 
u (T) d()=+0 Yn (7) due (It + A (4) Atx}} Lo 
(l'ordre des facteurs est important). 


15. Dans l'hypothèse do l'exercice 13, définir une fonction vectorielle 
continuo z, (t) d'après la règle 


: 3n (0) =4%o; 
2n (thu)= RUE eu) Won (k—n0s 1, ., 7 —1); 
Zn ço= tt “hen (tn} (tn Lt <K th} 


Pour un e > 0 donné, construire une partition II teallo que la fonction 
Zn (‘) devienne e-presque-solution de l'équation (1). 

16. Montror qu'une solntion do l'équation (1) (axercica 13) est donnée 
par l’exprossion 


0 
A(tpât 
u(7)= lim T)= lim « Ju 
( smao T° ) d(T1>0 (I, : 
(l'ordre des facteurs est essentiel l). 


Historique 


Certalnes équations diflérentielles apparaissent an mathématiques depuis 
la découverte du calcul différentiel et intégral, c’est-à-dire depuls les travaux 
de Nawton et Leibniz. Loibniz intègre, an 1693, une équation linéaire homogène 
du premier ordre. La solution d’uno équation 1lnéaire, homogène ou non, du 
n-ièemc ordre à coelficients constants est trouvée par Euler (1739). La méthode 
do variation de la constante est élaboréa por Lagrange BRU E d'alllours, Euler 
résout do divers problèmes par cette méthode à partir de 1739. 

Durant le XVIII siècle, la théorie des équations différentielles détermine 
des progrès décisifs dans la mécanique ordinaire et céleste, la théorie dos marées. 
la météorologie et d'autres domaines de la physique. 

Les succès do la théorie des équations différentiolles conditionnent [a con- 
cluslon philosophique sur son caractère universel que l’on appelle « principe du 
déterminisme mécanique » at qui est exprimée dans l'épigraphe du présent 
chapitre. En mettant on relief le triomphe final de la raison, cette concluslon 
joue, à l'époque, ui grand rôle dans la libération de la science des Influan- 
cea théologiques at = oerne inte Pourtant, les succès de la physique du XX0 
siècle montrent l'étroitesse du déterminisme mécanique qui. tout on conservant 
sa valeur pour les problèmes mécaniques, cède sa placo dans les hauts domaines 
de la physique au déterminisme statistique. 

Wronski, mathématicien et philosophe, introduit son déterminant des 
dérivées en 1812. 

La position du problème général d'existence et d’unicité de la solution d'une 
équation différontielle est l'œuvre du XIX® siècla. La premièro démonstration 
de l’axistance de la solution est donnéo par Cauchy (1844) : ensuite Lipschitz la 
simplifle essentiellement et formule la condition qni porte son nom. La méthode 
des approximations successives est proposée par Picard (1890); cette méthode 
est mise sous la forme abstraite pour un espace métrique, avec l'utilisetion 
explicite d’un opérateur contractant, par Banach en 1922 


CHAPITRE 14 


Développements orthogonaux 


Le théorème de Fourier représente 
non seuloment l'un des plus beaux 
résultats do l'analyse moderne, mais 
aussi un instrument indispensable 
pour l'étude de presque tous las 
problèmes principaux de la physique 
moderne. 


W. Thomson et P. G. Tait, 
Philosophie naturello (1887) 


$ 14.1. Développements orthogonaux dans un espace hilbertien 


14.11. Position du problème. Dans le $ 12.5, nous 
nous sommes occupés des approximations uniformes dans l'espace 
C (Q) des fonctions continues, c'est-à-dire des approximations par 


rapport à la norme 
Ile = max | f (z) |. (1) 


Dans plusieurs problèmes de l'analyse, il importe de considérer 
les approximations au sens de la moyenne intégrale, i.e. par rapport 


à la norme 
Mlb= TP dr, (2) 


et, en premier lieu, les approximations au sens de la moyenne 
quadratique correspondant à la norme 


ll =V {| FF dx. (3) 


Dans le présent chapitre, nous sous-entendons par Q un inter- 
valle fermé de l'axe réel. 

Quelles sont les conditions à imposer à un système (linéaire) 
donné B (Q) de fonctions q (x) pour que, quelle que soit une fonc- 
tion f(x) (continue ou au moins continue par morceaux, ce qui 
garantit l'existence des intégrales nécessaires), on puisse indiquer 
une suite 1 (x), Pa (x), . .. de fonctions de B (Q) telle que 


14 Pnlle = VS TF(2) — pn (2) FF dx —+ 0 (4) 
Q 
lorsque n —+ 0? 


Si une suite p, (r) converge uniformément vers f (x), alors la rela- 
tion (4) est évidemment valable. Mais la convergence uniforme ne 
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découle pas de la relation (4), ni même la convergence simple. 
On peut donc dire que le problème d’approximations au sens de la 
moyenne quadratique est « plus facile » que celui d'approximations 
uniformes. De plus, la construction d'approximations du premier 
type peut etre mise sous une forme géométrique bien claire du fait 
que l'espace correspondant de fonctions avec la norme (3) est un 
espace hilbertien où l'on peut non seulement mesurer les longueurs des 
vecteurs comme dans un espace normé, mais aussi utiliser la pro- 
priété d'orthogonalité. 


14.12. Approximations dans un espace hil- 
bertien. Soit H un espace hilbertien réel ou complexe. Soit 
B©CH le sous-espace r#-dimensionnel engendré par un système 
orthonormé «, ..., e, (de sorte que (e,, ex) — 1 pour j — k et 
(es, en) = 0 pour j 4). Posons le problème suivant: pour un 

n 


vecteur f € H donné, trouver un vecteur y = » cren E B tel que 
t 


la quantité || f — y || Soit la plus petite possible. En résolvant ce 
problème nous supposons l'espace H complexe; dans le cas réel, 
on n'aura qu'à simplifier un peu les notations. Pour tout zx = 
= Ÿ Een, nous avons 
A=! 
fx =(/— 2 Ene, /— Z Ene) = 
k=t Rai 
=(, 1-2 hf ea)— SEC e)+ Dial | 
Rœi Aux i CET 
=, + 2 [IG en) PE Ÿ, en) — En À, en) + En FI — 
2 |, en) [= 
={ 
= 1 + 2 10: ex) — 81 1O, en) —El— 2 10, en) = 


=, + SIG en EP 2 10, en) Pr. (1) 
I 


et 


est évident que l'expression obtenue est minimale si £, = 


= (f,e) (k =1,...,n). Le vecteur y = à (f, en) ex s'appelle 


projection du vecteur f sur le sous-espace BP, Fa Vecteur f—y=h 
étant la perpendiculaire abaissée de l'extrémité du vecteur f sur le 
sous-espace B : dans le cas réel, ces définitions s'accordent avec les 
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notions géométriques correspondantes (fig. 144.1). On voit de (1) que 
le carré de la longueur du vecteur k est 


AI = CG, 1— D 1, en) Fe. 
Bas { 


11 en résuite, en particulier, l'inégalité de Bessel 


216, en) l<l FF (2) 


qui est valable pour tout vecteur f € H et tout système orthonormé 
ét Sa ene 

Définitivement, la meilleure approrimation « hilbertienne » du 
vecteur f par les vecteurs du sous-espace B est réalisée lorsque l'on 
choisit pour vecteur approximant y la projec- 
tion du vecteur f sur le sous-espace B 


14.13. Soit maintenant un système ortho- 
normé infini ef, €», « « «+ ns - . . On peut 
effectuer la construction décrite plus haut 
pour toute famille finie &, ..., e, en obte- 
nant la meilleure approximation hilbertienne 

ñn 


correspondante y, = >; (/, ex)en. Notons que 


Fig. 14.1. les coefficients (f,e,) de la meilleure appro- 
ximation ne dépendent pas du numéro r > k. 
L'écart », vaut, comme nous l'avons vu, 


[An || = Vu. he > LG ex). (4) 


La question se pose: est-il possible de rendre la quantité || x, || 
aussi petite que l’on veut en choisissant n suffisamment grand? 
Cela ne peut avoir lieu dans le cas général: par exemple, si un 
système e1, en... «n’est pas complet », i.e. s’il existe un vecteur f 
non nul et orthogonal à tous les vecteurs e,, e5, . . .… alors tous les 
nombres (/, ex) sont nuls et tous les nombres ||, || valent || ||. 


14.14.a. Tout de même, dans certaines conditions on peut affir- 
mer que les nombres ||, || tendent vers zéro lorsque n —> co. 
À savoir, ceci aura lieu si, en partant de quelques considérations 
supplémentaires (par exemple, des théorèmes du type Stone (12.52) 
pour certains cspaces fonctionnels), on sait qu'il est possible de 
choisir, parmi les combinaisons linéaires des vecteurs 61, €, ..., 
une suite convergente (par rapport à la norme hilbertienne) vers le 


vecteur f. En effet, si, pour une combinaison linéaire 2, Een 
= 
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n 
on a l'inégalité [|f — Ÿ ne, [| Se, alors, pour la meilleure 
KE! 


n 
approximation hilbertienne à (en) ex, on a à fortiori: 


Il An = Var À 16 en! 2 16: ex) P = — > (f, ex) en || < (1) 


b. Dans oe a, en passant à Ja limite pour e —+ O0, on 
obtient l'égalité 


f= lim D (eme = À (fs enjen. a 


La série dans le dernier membre s'appelle série de Fourier du 
vecteur f suivant le système orthonormé es, ee, . .. Les nombres 
(/, ex) sont appelés coefficients de Fourier du vecteur f suivant le 
système es. Ces termes restent valables indépendamment de la 
convergence de la série; en cas de divergence, nous considérons la 
série de Fourier pour le moment formellement. 

c. En cas de convergence de la série (2) vers le vecteur f, nous 
avons en passant à la limite dans (1): 


HI = È [(f, e)f. (3) 


Cette égalité qui représente un analogue du théorème de Pythagore 
pour le cas de dimension infinie s'appelle égalité de Parseval. Si l'on 
ne peut rien dire sur la convergence de la série de Fourier vers le 
vecteur f, on a toujours l'inégalité 


210, en) i<IIfIF (4) 


qui se déduit par un passage à la limite dans l'inégalité de Bessel 
14.12(2) et s'appelle elle aussi inégalité de Bessel. 

d. Remarquons enfin que si la série de Fourier d’un vecteur f 
converge vers f, 


1 = >, (f, en) Eh; 
hum i 


alors il en sera de même après n'importe quelle permutation des 
termes meltant le terme de numéro nr, à la place k& (k = 1, 2, ...): 


f= à (G, En} En,° 
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En effet, d'apres (4) on a 


N N 
[2 Gen) en UF 2 16, en) PF. 


La dernière quantilé tend vers zéro lorsque  —+ oo en vertu de (3) 
et de la légitimité de permutations dans une série convergente à ter- 
mes positifs (6.36). 


14.15. La série de Fourier apparaît nécessairement dans les 
problèmes d'approximations puisque l'on a la propriété suivante: 

Lemme. Supposons que, pour un vecteur f € H et un système 
orthonormé {e,} dans H, on aït un développement 


1= > CRER , (1) 


au sens que 
n 


ra | {— Ÿ exen || 0 
po Deer 
pour au moins une suile R<hR1<...<Np<... Alors tout 
coeflicient cn est égal au coefficient correspondant de Fourier (f, em) 
(m = 1, 2, ...), et la série (1) converge en norme au sens ordinaire. 
Démonstration. En multipliant (1} scalairement par eh 
et en utilisant la continuité du produit scalaire (12.43b) et le fait 
que Île système {e,} est orthonormé, on obtient 
n n 
(f, Em) =( lim CRER» 6m) = lim ( Ÿ CheR, Em) = Cm; 
pro ! Præ  ! 


ce qu'il nous fallait. 
14.16. Lemme. Soient 
1= 2iaxen, £ = > bre 
deux développements (au même sens que dans 14.15), {ex} éfant 


un système orthonormé ; la série D) axbx converge absolument, et 
i 
nous avons 


2 ab = (f, &). (1) 


Démonstration. La convergence absolue de La série dans Îe 
premier membre de (1) découle de l'inégalité 


lanbn | <Z (lan (+ bn 1°) 
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en vertu de 14.14 (4). Ensuite, si 


m np 
f= lim S'ae £ = is 21 ben 
Po ! 


en norme de l'espace H et si in a lin), alors, eu raison 
de la continuité du produit scafaire, on a bien 


(f, 8) = Gim ÿ &nêh: es > bren) = = 
" 
= lim pi abs = = > anbn. 


pr 
14.17. Lcrivons, pour les utiliser par ia suite, la série de Fourier 
et l'égalité de Parseval pour un syStème orthogonal mais non normé 
de vecteurs gi, Ler .: « . Si 16 vecteur g, est non nul pour tout n, 
alors le système e, = g,/|| g || est déjà orthonormé. La série de 
Fourier d’un vecteur f suivant le système e, peut être écrite comme 
suit 


£ 
3 Œ, az à (r Tel EU 


hi 
—_ 2 eee = p} ŒRER (4) 
où "=! 
TU @ 


La série dans ie dernier membre de (1) s'appelle série de Fourier 
du vecteur f suivant le système g,, les nombres &, sont les coefficients 
de Fourier du vecteur f suivant le système g,. Si la série (1) converge 
vers f, alors on a 


re D 16: en) | = >| (4 rêr) = 


Ro | 
_… > Men e S IE ax, 
R={ 


ce qui représente ns de Parseval pour le système g,. Et l’égali- 
té 14.16(1) devient 


(/. g)= à aœuBn |! gx Il? (3) 


12—2286 


où 
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en supposant que 


= ang = DiBagr. 


& 14.2. Séries de Fourier classiques 
14.21. È 


Dans l'espace hilbertien réel H,4l—1x, x] (12.484) dos 
fonctions f (£) continues par morceaux sur l'intervalle [—:x, x] ou, 
ce qui revient au même, sur la circonférence Q ={(x, y): x = 
= Cos {, y = sin {}, considérons le système orthogonal infini 
1, cos f, sin {, cos 2f, sin 2f, ..., cos nf, sin nt 
L'orthbogonalité de ce système est immédiate en calculant les 
intégrales des fonctions cos k{-cos mt 
sur l'intervalle [—x, nl} 


(1) 
, Cos kt-sin mt, sin kt-sin mt 
Pour normer Ile système, remarquons que 


x 
nt fit 2x 
et, d'après 9.55c, 


a 
|| cos kt ||? = 


cos? kt dt = 


x 


Il sin &e | = 


{ sin? kt{dt= x. 
Par conséquent, 


—T 
étant donnée une fonction j (t) € Ha |—x, x], 
la série de Fourier 14,17(1) s'écrit de la façon suivante: 
A 
_ Î f(r)dr + cost + \ f(x) cost dr + 
—71 


7 


LL 
+ sin Ÿ #(c)sincde+ 
x 


(an cos nt + b, sin nt), 


(2) 
an = + ue cos nt dt, 


bn=+ (f(x)sinns dr (n=0, 1,2 
EL 


(3) 
mr 
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Les nombres a, et b, s'appellent coefficients de Fourier de la 
fonction f(t) suivant le système (1) de fonctions trigonométriques. 
Le problème de convergence de la série de Fourier (2) sera discuté 
plus bas (14.24). 


14.22. Passons maintenant à uno série trigonométrique do 
Fourier sous forme complexo. Considérons l'espace hilbertien 
complexe H4 [—x, x] des fonctions complexes continues par mor- 
ceaux sur l'intervalle —n < { Sn (12.48e). Ici où a un système 
orthogonal infini des fonctions 


et (nn —=0, +1, E2,...), (1) 
L'orthogonalilé découle de l'égalité évidente 


ñ — n 
{ enteimt dt — Î ettn-m)i dt — 


—1 —fñ 


é (n-m)tin 


ro 


Calculons la normo de la fonction ei"! : 


=) (per ra ( 1-dt=V2n. 
“1 1 


’our une fonction donnée f (t) € H, [—1, x], la série de Fourier 
14.17(1) prend la forme de la série bilatérale (6.48) 


5. Cnet"!, (2) 
où : : 
Cn= ffme-mtdr (3) 


sont les coefficients de Fourier de la fonction f ({) suivant le systè- 
me (1) 
14.23. En utilisant la formule d'Euler 
ent = cos nt + i sin nt 


on peut mettre la sério 14.22(2) sous la forme 14.21(2) (plus haut, 
nous n'avons écrit la série 14.21(2) que pour les fonctions réelles), 
Posons 


Ce E cone = (cn + cn) COS nt +- i (cn — €-n) sin nt = 
E14 EL 4 
L Î f (+) cos nt dr-cos nt+ À Î { (x) sin nr dv :sin nt = 
—" —" 


= An COS nf + b, sin nt, 
12° 
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Pour tout n, la somme partielle ÿ} de la série 14.21(2) et Ja 
5 


somme partielle symétrique », de 14.22(2) se confondent, Par consé- 


-n 
quent, la convergence de la série 14.24(2) est équivalente à la somma- 
bilité symétrique de la série 14.22(2). Soulignons que, comme nous 
l'avons remarqué dès 6.49, la sommabilité symétrique de la série 
14.22(2) peut avoir lieu pour tout 2 € À, sans que la série soit con- 


vergente (au sens de l'existence de lim YŸ }). 
mn, 00 —M 

14.24. Théorème. La série de Fourier 14.22(2) de toute 
fonction (complexe) f (t) continue par morceaux sur le compact Q = 
= [—n, x) = {x + y1 = 1} converge vers f (t) en norme de l'espace 
Hc (Q) quel que soit l'ordre de ses termes. 

Démonstration. Comple tenu du résultat 14.14a, il 
suffit de montrer qu’il existe une suite 7, (f) de polynômes trigono- 
métriques qui converge vers f ({) en norme de l'espace M: (Q). 

Considérons les polynômes trigonométriquos 


Ta (t) = Î 2 (x; 4) f(T) dx, 


où D, (x; t) est la suite en forme de delta de 12.57a. D'après le 
théorème 12.57c, les polynômes T7, (f) convergent vers f (ft) unifor- 
mément sur tout ensemble fermé Æ£ © Q de points de continuité de 
la fonction f (£). 11s restent bornés en module sur tout le Q par le 
nombre M = sup |f(t) |. Pour un e > 0 donné, l'ensemble fini 
des points de discontinuité de la fonction f (f) peut être recouvert 
par un ensemble ouvert TU, réunion d’un nombre fini d’intervalles 
dont la somme des longueurs est inférieure à e2. La fonction f (f) 
est continue sur l'ensemble fermé Q@ — U. Trouvons un numéro nr 
de façon à avoir |f (4) — 7, (t) | << 'e sur Q — U. Alors 


MORE [ETS (…) 1 dt = 
=[ro-rorae+ Î 110-r0ra< 
U Q—-ÙU 
<4MMe1 + &ne1 = 4e? (M3 + nè), 
d'où 
lim Ta (t) = f(£) 


dans He (Q), ce qu’il nous fallait. 
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D'après ce qu'on a dit plus haut, le fait analogue a lieu pour 
toute fonction réelle continue par morceaux / ({) et sa série de Fou- 
rier 14.21(2). 


14,25. Du mème coup, nous obtenons l'égalité de Parseval pour 
toute fonction f ({) continue par morceaux: dans le cas réel, 
EL œ 
.a? 
Jrad n+n 3 (ai+ 08), (1) 
—fñ 1 


d'après les formules 14.17 et 14.21; dans le cas complexe, 


Ê 171 de 2m 35 Ie fr, (2) 


d'après les formules 14.417 et 14.22. 
Etant données deux fonctions continues par morceaux f (t) et 
g (©), nous voyons de 14.17(3) que, dans le cas réel où 


f() = + 3; (ancosnt + b, sin nt), 
1 


g(t)=+ + Ÿ) (en cos nt + du sin nt), 
1 
on a l'égalité 


za œ 
froetudt=n #0 4 n 3 (ann +bndn), (3) 
7 1 

ot dans le cas complexe où 


f (4) = Ÿ ane", g(t)= S bet!, 
on a cu 


free tat- 21 3 anbs. (4) 


14.26. Le théorème 14.24 et les égalités 14.25(1)-(2) impliquent, 
en particulier. les résultats suivants: 

a. Conséquence. Les ciefficients de Fourier a), b, d'une 
fonction continue par morceaux f (f) tendent vers O pour n — 00, Les 
coefficients ch tendent vers O pour nr +o. 

Conséquence. Si tous les coefficients de Fourier 14.21(3) 
(ou 14.22(3)) d'une fonction continue par morceaux f (t) sont nuls, 
alors f (t) est nulle partout, à l'exception possible d'un nombre fini 
de points (9.16e). 
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c. Conséquence. Deux fonctions continues par morceaux 
Îf () et g (t) dont les coefficients de Fourier 14,21(3) ou 14.22(3) sont 
respectivement égaux se confondent partout, à l'exception possible 
d'un nombre fini de points. 

d. Conséquence. Le système orthogonal 14.21(1) des fonc- 
tions trigonométriques est complet : toute fonction continue par morceaux 
1 (£) qui est orthogonale à toutes Les fonctions du système 14.21(1) 
représente le zéro de l'espace H} (Q), Le. est nulle partout, à l'exception 
possible d'un nombre fini de points. Il en est de même du système des 
fonctions e!"t(14.22(1)) dans l'espace MH, (Q). 


14.27.a. Lemme. Si une série trigonométrique Y, cre'* 


—o 
converge vers une fonction s ({t) uniformément sur [—n, x), au sens que, 
Pour certaines Suiles Mn—+ 00, Rp —> ©, On a 


p 
s(t)=lim > cuetñt 
P—00 — M 

uniformément sur [—:x, n}, alors les nombres c, coïncident avec les 
coefficients de Fourier de la fonction s (6. 

Le lemme est immédiat parce que la fonction s (f) est évidem- 
ment continue et la convergence uniforme impliquo la convergence 
en norme de He (Q), ce qui permet d’appliquer 14.15. 

b. Conséquence. Si c, (n — 0, +4, ...) sont les coef- 
ficients de Fourier d'une fonction continue par morceaux f (t) et si 


la série Dcne'"t converge uniformément vers une fonction s(t) au 
œ 


même sens que dans a, alors f (t) =5s (t) partout, à l'exception possible 
d'un nombre fini de points. 

En effet, la fonction s (f) est évidemment continue et les nom- 
bres c, sont, en vertu de a, ses coefficients de Fourier; or les mêmes 
nombres sont, par hypothèse, les coefficients de Fourier de la fonc- 
Lan f (1). L'application de la conséquence 14.26c conduit au résultat 
cherché. 


8 14.3. Convergence d’une série de Fourier 
en un point et sur un ensemble 


14.31. Convergence d'une série de Fouricr 
en un point. Nous avons vu dans 14.24 que la série de Fourier 
permet d'obtenir une approximation illimitée d’une fonction conti- 
nue par morceaux donnée f (£) au sens de la moyenne quadratique, 
Nous voulons savoir si la série de Fourier permet d'obtenir une 
approximation illimitée de la valeur de la fonction f (t) en un point 
donné { = {,, en d’autres termes, si la série de Fourier converge, 
pour { — lo, Vers le nombre f (fs) au sens ordinaire, 
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À cotte fin, considérons la série de Fourier sous sa forme com- 


plexe 14.22(2). Soit 


n 
{hr 
Sn. n — CRe 
2 


une somme partialle de la série de Fourier d’une fonction }(t), 


pour certains m>0, n>0. Nous avons 


S$m, n (£) —= D, cent — _ > Î f (Tr) etat dr-e't ES 


= À f f(x) J'eñu-n dr. 


En sommant La progression géométrique, nous obtenons 


n perte quntne AC+ 50. tnt DL 
: = — 5 —"= ee pe 


2_, 


à (n+ 3) SE e (m+ 5 6 


_ 2i sin + | 
donc 
, © : (n+2) Gen -t(m+ 3) uv 
er OO —— <<  —— à = 
en sin 5 
fr A (+ 5) h Emi +) h 
= À LH) 5 —— dh 

LA sio — 


p] 


(1) 


Si l'on pose f ({) =1, on a évidemment sM,, (4 =f (f) pour n'im- 


porte quels m =>0 et nr >> 0. Dans ce cas la formule (1) donne 


, © Antz)a (m3) 
moe dh = 1. 
À présent, la différence sh. , (£) -— f (f) prend la forme 
Sm,n (t)—f(t) = 
, © t(n+3)n (nt 5) à 
pr CHR} 2 —— 2 dh. 


7 Lo 3 


(2) 
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Dans quelles conditions sh.n ({) tend vers j (£{) ou, ce qui revient 
au même, l'intégrale (2) tend vers zéro. 


14.32. Lemme. Si  (h) est une fonction à valeurs complexes, 
définie dans l'intervalle a << x  b, bornée et continue par morceaux 
sur tout intervalle \a 4 6, bl, 6 => 0, absolument intégrable au sens 
impropre sur la, b], alors les intégrales 


b b b 
Î p (x) sin vh dk, Î p (k) cos vh dk, \ p(h)eividh 


tendent vers zéro lorsque v —+ +o. 
Démonstration. Vu les formules sin vk = _. (eivh —e- iv), 


cos vh — + (eivh + e-tw), il suffit de considérer la dernière inté- 


grale, Envisageons d’abord le cas où la fonction œ (k) est continue 
sur l'intervalle [a, #]. Pour v fixe, il n’y a sur cet intervalle qu'un 
nombre fini de points de la progression arithmétique 


a+kE, k—O, 1, 2, ...; 


désignons-les par k =a<hkh<...<kh,. Supposons que la 
fouction g(k) vaille œ (ko) dans l'intervalle (ko, k,), @ (h:) dans 
[k,. kA), etc., enfin q (4h) dans l'intervalle [k,,, b). 11 est évident que 


2 
HOETICIECA CS (1) 
st sur la, b], &, (8) étant l'oscillation de la fonction (x) sur 


a, b] (5.17c). Comme l'intervalle [k,, k;,,] est une période de la 
fonction eïv*, on a 


h jai hyon 
| gtjeit dr=p(n;) ÿ eivh dh = 0 ; 
hf F ° 
denc 
b b 
| em eivt ah | = | fetmevran]|< M. (2) 
a Am 


où = max|y(u)|. JI1 résulte de (1) et (2) que 
b b b 
| {6 &) er an|< Î Let) @)1dh+| Î & 0) et dh|< 


<u(Æ)6-0)+M%. (3) 
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Puisque, en vertu de la continuité de œ (k), la quantité «w (©) 
tend vers zéro lorsque v — oo, l'estimation (3) démontre le lemme 
dans le cas considéré. 

Soit maintenant q (X) une fonction quelconque vérifiant l'hypo- 


thèse du lemme. Pour un e > 0 donné, trouvons un 6 > 0 de façon 
à avoir 


a+6 
fiemimez. (4) 


a 


Sur l'intervalle [a + 6, b], la fonction q (A) est bornée en moduls 

ar un nombre M = M (e) et continue par morceaux. L’intervaile 

U + 6, b] se décompose en un nombre fini, soit M = KV (e), d'inter- 

valles Las, 3], . . ., (an, bN] sur chacun desquels la fonction q (h) 

est continue. En appliquant à chaque intervalle l'estimation (3) 
et compte tenu de (4), on trouve 


b o+0 N bn 
| { p Ge an] < Î Lo ()] dk + » | Ÿ 6) etv an < 
® : h=mi ay 


N 
<+t+e (2%) D Ga—a)+N (#9) M (0 E< 
km 
<++o, (TE) 6-2) +NE) MT. (5) 


Il reste maintenant de trouver d’après e donné un v tel que les 


quantilés a( —)b—a)et N(E) M(e) = deviennent inférieures à e/3. 
Ceci fait, le lemme sera éémplètement démontré. 


14.33. Revenons à l'égalité 14.31(2). Nous sommes maintenant 
en mesure de démontrer le théorème suivant: 


Théorème. Si une fonction f (t) est continue par morceaux 


sur l'intervalle [—x, x] et si la fonction LCR Co) est absolument 


intégrable par rapport à hk au Sens impropre dans un voisinage 
du point hk = O0, alors les sommes partielles sn, n (t) de la serie de 
Fourier de la fonction f (t) convergent au point t = 10 vers la valeur 
f (to) lorsque m—> 00 et n—+ oo (indépendamment l'un de l'autre). 


Démonstration. Si la fonction LG 1 Co) est ab- 


solument intégrable au séns impropre dans un voisinage du point 
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k = 0, il en est de même de la fonction 


fo +h)— f (to) __ f(o +) — 1 Uo) hk 
in: L h LS) 
abat 7 2 


Donc, en vertu du lemme, l'intégrale 14.31(2) 


| Het Len MIGS Ep EL Le (+) 
T 
-f" 0 


sin L 
2 


tend vers zéro lorsque À —+ oo. Leo théorème est démontré. 
14.34. La condition d'intégrabilité absolue de 1 (oh) fu) 0 


par rapport à À pour k +0 s'appello condition de Dini pour f (1). 
Elle est satisfaite, par exemple, si la fonction f ({) vérifie la condition 
de Lipschitz d'ordre « >> 0: 


FfE+R—-1 OI<CIRTI. 


En particulier, lorsque la fonction f ({) possède au point f, une 
dérivée finie, la condition de Lipschitz d'ordre 1 est vérifiée et, par 
conséquent, les nombres s,,., (fo) convergent vers }j (to). 


__. 


14.35. Convergence uniforme d'une série de 
Fourier sur un ensemble E€Q. L'analyse de la 
démonstration ci-dessus montre que l'on peut obtenir, dans la même 
voie, la couvergence uniforme de la série de Fourier sur un ensemble 
£cQ. 

Nous dirons que la condition de Dini pour la fonction f {é) est 
remplie untformément sur un ensemble EC Q si, pour tout e > 0, 
on peul irouver un 6 >> 0 tel que l'inégalité 


f PESETC dh£e 


tht<06 
ail lieu ponr tous les {16€ Æ à la fois. 


Théorème. Si une fonction j (t) est borné et continue par 
morceaux Sur l'intervalle [—1x, x] = Q (les points —n et n étant 
comme toujours tdentifiés) et si la condition de Dint pour f (t) est satis- 
faite uniformément sur un ensemble E © Q, alors la série de Fourier 
de la fonction f (t) converge vers celle-ci uniformément sur l'ensemble E. 

Démonstration. Nous avons déjà mis la différence 
Smen() — f (&) sous la forme 


n i(n+ ) h  -i(m+ 5) h 
Sm. n ()—{ (= Le 


sin TZ 
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Prouvons que cette différence tend vers zéro uniformément sur 
f(G+h)—1 0) 
+ ———. 


eln— 
2 
pour un e >> 0 donné, il existe un 65 >> 0, qui ne dépend pas de £, 


tel que 


l'ensemble Æ. Posons œ(t, hk) — Par hypothèse, 


(+) 7 (0 RE : (+ h)— 7 (ti h e 
anne CS D ee me Pt EE 
ARS 


[ht << 60 sn - 


tAl'<ô9 
À l'extérieur de l'intervalle | k | S 60, la fonction y (£, h) est 


bornée en module par le nombre M (e) ——, où M — 
sin LE 
— max |f (4) |; l'estimation donnée ne dépend pas de t. Mais l’en- 
semble Z, des points de discontinulté de la fonction g ({, k) en dépend 
bien : notamment il s'obtient en translatant de —{£ l’ensemble des 
points de discontinuité de la fonction f (x) (sans compter le point 
de discontinuité éventuel À = O0 que nous avons déjà isolé). Par 
conséquent, l’ensemble Z,, pour tout £{, peut être recouvert par un 
translaté convenable S; d'un système fini fixe d’'intervalles dont la 


somme des longueurs est <S C'est l'ensemble G:, réunion 
d'un nombre fixe N (e) d’intervalles sur lesquels la fonction q (4, h) 
est continue (leur nombre ne peut que diminuer car certains d'eux 
se trouvent dans l'intervalle déjà isolé | k | 65), qui reste à l'exté- 
rieur de #,. 
Soit 
1 
8h =—+ (1h {> 60). 
Sin — 
F2 
L'oscillation «,(6) de la fonction œ(£,k) peut être estimée, 
d'après 5.17d, comme suit: 
©p (6) < max |f(£ + h) — f (1) | wù, (6) + © (6) max lg MIS 
< 2M,0, (6) + M,w/ (6). 


Maintenant l'estimation 14.32(5) fournit 
Ed 1 t 

an | 5m. n (D —f(1)1=] À ph. 0) je EE Ne dh|< 
2: 


<++ [2m + Mu, (—<— bé 
m + m + 
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+ N (0) M (2) — +++ 
FD 
+ [20 2. + M,v, =. CET de 
n+T n+—+ ur 2 


Si n et m sont suffisamment grands, le dernier membre devient 
inférieur à e pour tous les £ € E à la fois, ce qu'il nous faut. Le théo- 
rème est démontré. 


14.36. Conséquence. Si la condition de Lipschitz d'ordre 
a=>0 


IfC+H—fOISCIAÉ 


est satisfaite pour tout point t d'un ensemble E € Q et que la cons- 
tante C ne dépende pas du point 1€ E, alors la série de Fourier de 
la fonction f (£) converge vers elle uniformément sur E. En particulier, 
si la fonction f ({) possède une dérivée bornée sur un intervalle 
le, d] € Q (respectivement dérivée à droite ou à gauche aux points c 
et d), alors, quel que soit un intervalle intérieur le + 6, d — 6}, 
la condition de Lipschitz d'ordre 1 y est remplie pour tout | k | < 6: 


FCAES EURE FLE: FAURE 


par conséquent, la série de Fourier de la fonction k Le converge vers 
celle-ci uniformément sur tout intervalle le + 6, d — 6]. 


14.37. Si la condition de Dini n'est pas satisfaite en un point, 
le théorème 14.33 n'est plus valable, et la série de Fourier de la 
fonction f (t) peut s avérer divergente (nous le verrons dans 14.51). 
La relation 


Jim Sn, n (to) = f (to) 


A— 


ne peut être vérifiée qu'au sens d'un passage généralisé à la limite. 
Il est nature] de considérer, avant tout, les sommes partielles Ssymé- 
triques 


Rose n'a ne" 


Pour une somme partielle symétrique s:., (t) (qui se notera 
par la suite s, ({) tout court), on obtient de 14.31(1) l'expression 


6 14.3. CONVERGENCE D'UNE SÉRIE DE FOURIER 189 


suivante : 
: za A +#)» tnt) 
sn (= HER) —— à = 
1 D 
: 
a sin (n+—)}h 7 
nn À 6-0 D à fru+n) D, (ah, (4) 

où 


n sin (n+—) h 
Dh = ——— 
êR sin D 


est le noyaz de Dirichlet. Si les fonctions D, (k) formaient une suite 
en forme de delta pour le point O, on pourrait appliquer le théorè- 
me 12.55b et obtenir directement la convergence des sommes symé- 
triques de Ja série de Fourier de la fonction f ({) vers sa valeur f (0) 
en tout point f, de continuité de f (t). Mais les fonctions D, (h) ne 
conslituent pas une suite en forme de delta, ce que nous verrons 
dans 14.51. La fonction D, (x) est évidemment paire: D, (—h) = 
= D, (k): de plus, en posant f({) ==1 dans (1), nous trouvons 
Sn (0 =1 et 


Ÿ D, hydh = 1. 


En nous servant de ces propriétés nous allons étudier la conver- 
gence des sommes symétriques de la série de Fourier de la fonc- 
tion f ({) en ses points de discontinuité de première espèce. 


14,38. Comportement de la série de Fourier 
aux points de discontinuité de 1-ère espèce 
de la fonction f(t). Soit # un point de discontinuité de 
1-ôre espèce de la fonction f (t), de sorte qu'il existe les valeurs 


f(to+0)=limf(t), f(to—0)= lim f (1). 
ts to L/ta 


Supposons que les conditions unilatérales de Dini soient satisfaites, 
i.e. que les intégrales 

1101 00 +0 Ê [101 (0—0) 

= L)— fl — 

Re ne 

to to+8 
convergent pour un 6 >> Q. Tout comme avant, la quantité s, (to) 
peut s'écrirce : 

n 
Sn (45) = | 1f (to+ h)] Da (h) dh. 


x 
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En intiroduisant les valeurs limites f (t + 0) et f (to — 0), trans- 
formons l'expression obtenue: 


0 
Sn (to) = f [f (oh) —f (to —0)} Dn () dh + 


a 


+ { 1 (£o-+ h)—f (to + 0)1 Dan (R) dh à 


0 x 
+ f(4o—0) | D, (h) dh -- f (40 4-0) | Da (h) dh = 
= Ji 124 1f (to —0) + f (0 +0) Î Da (h) dk, 


où l'on a utilisé la parité du noyau de Dirichlet D, (h). En vertu 
du lemme 14.32, Jes quantités 7, et 7, tendent vers zéro lorsque 


n— 00, Le dernier terne ne dépend pas de net vaut f£s OL 00 3 
Ainsi, lorsque les conditions unilatérales de Dini sont satisfaites en un 
point de discontinuité de 1-erc espèce, par exemple s'il y a les dérivées 


fo 0) = lim Lot #)— fo +0) 
: LS, 0 h , 
| sn fu —0)— f (to — x) 
t—0)=lim 9 on 
Î (£o 0) ee 


les sommes partielles symétriques de la série de Fourier de la fonc- 
tion f(t) convergent vers le nombre - {f (to + 0) + f (to — 0). 
Si l'on met la série de Fourier de la fonction f (4) sous la forme 


+2 + D} (an cos kt +- bu sin kt), (1) 
I 


alors, comme nous l'avons déjà vu dans 14.23, la n-ième somme 
partielle de cette série 


+ “= » (a, cos kt + b, sin Æt) (2) 
i 


coïncide avec la n-ième somme symétrique de la série de Fourler 
de ]a fonction / (£) sous forme complexe; donc, pour Ja série (1), 
l'énoncé du théorème sur la convergence est le même pour les points 
de continuité (où la condilion bilatérale de Dini est satisfaite) et 
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pour les points de discontinuité de 1-ère espèce (où les condilions 
unilatérales de Dini sont satisfaites). 

Notons encore que, puisque a, — 0, b, — O0 (14.26a), le groupe- 
ment des termes dans la série (1) indiqué par les parenthèses na 
aucnne importance pour la convergence ou la divergence de la série. 


$ 14.4. Autres propriétés des séries de Fourier. 
Applications 


14.41. Calcul des coefficients de Fourier. 
Signalons quelques propriétés simples des coefficients de Fourier 
qui facilitent leur calcul. 

a. Si f.(t) est une fonction paire, i.e. f (—t) = f (t), alors on a 


LL 
= À 1€) sin ne ds = 0, 
2: 


et f (£) se développe en une série de Fourier suivant les fonctions 
cos rt. De plus, 


En 


I 


+ Ÿ f (0) cos nt dt = À f (4) cos nt de. (1) 
-f Ù 


b. Si f (t) est une fonction impaire, i.e. f (—4) = —f (t), alors 
on a 
LL 4 


an =— Î f (t) cos nt dt=0, 
ec: 


et f (t) se développe en une série de Fourier suivant les fonctions 
sin r{, De plus, 


st Ê #2) sin ne de = © À 7 (0) sin ne de, (2) 
nn 0 


14.42.a. Soit f(t) une fonction polynomiale par morceaux, 
c'est-à-dire que l'intervalle [—:x, xl se décompose en un nombre 
fini d'intervalles [t,, 4,41], j = 0, À, . .., m — 1 sans points inté- 
rieurs communs, de sorte que sur l'intervalle 1f,, 4,,,| La fonction 

8 


coïncide avec un polynôme Pp; (4) = À Prat. Alors on 8 


n Mm—1 "je 
1 > 1 3 
Cn — 9x À f(the int d= > ( Pi (te int 
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Transformons chaque terme en intégrant par parties: 


4er e”int fljss “Je e”ini 
fnoetasp(o lt" À pi à = 
1 J 1 
1 J 
{ : : Î Us 
= me ps (ses) el À p5(e) et! de. 
11 


En intégrant un nombre fini de fois, on obtiendra une expression 
sans intégrales, et les coefficients de Fourier auront la forme de 
polynômes en 1/n et ein!i. Le calcul 
analogue pour les coefficients a, et 
b, montre qu'ils sont des polynô- 
mes en 4/7, cos n{, et sin nf; 

I] résulte des théorèmes géné- 
raux du $ 14.3 que la série de 
Fourier de toute fonction polyno- 
miale par morceaux }j ({) converge 
vers f (t) en tout point de continuité de f (£). Cette convergence est 
uniforme sur chaque intervalle qui ne contient pas à son intérieur 
ni sur sa frontière de points de digcontinuité de la fonction f (4). 
En tout point de discontinuité, les sommes symétriques de la séric 


de Fourier convergent vers la valeur _ lf (£ + 0) + f (t — 0). 


b. Exemple. Considérons la fonction f ({) — = (0<t<n) 
prolongée d'une façon impaire sur l'intervalle —1n << { << 0, puis, 
d'une façon périodique de période 21, sur tout l'axe —o0 << { << 00 
(fig. 14.2). Conformément à 14.41b, la fonction f (1) se déve- 


loppe en sa série de Fourier suivant les fonctions sin nt, de sorte que 


© 
0 , 4 cos nl fr 
TT) dd, 
ñ 


Fig. 14.2. 


7 
fn ss n—1i . A—1 cos nt 
3 dn = j sin n£ di a — 


Ainsi, sur (0, 2x1), nous avons 


n 2n 


A1 sin nl 
Aie ja, 
Re { 
la série étant convergente en tout point { € (0, 2x) uniformément 
dans tout intervalle [6, 271 — 6}, 6 => 0. Aux points { = Oett = 2x, 
la somme de la série est nulle en vertu de 14.38. 
€. Dans certains cas, étant donnés les coefficients a, et b, sous 

forme de polynômes en 1/n, cos nt, et sin n{;, on peut sommer la 
série de Fourier et obtenir une formule explicite pour la fonction 
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polynomiale par morceaux f (t) [12]. Cependant, même une série si 
simple que DE n'est pas la série de Fourier d'une fonction 


1 
polynomialo par morceaux (cf. 14.47). 


14.43. Liuison entre la dérivabilité de la 
fonction f(t) et l'ordre de décroissance de 
ses coefficients de Fourier. 

a. Soit f ({) une fonction continue sur la circonférence Q = 
= [—n, ri el possédant la dérivée continue par morceaux f” (4). 
Soient c, les coefficients de Fourier de la fonction j (4) (par rapport 


au système e!"!) et c, les coefficients do Fourier de la fonction f’ (4). 
Nous avons 


EL 4 
1 in 
1 


eiui fn 


tar J'oetast. (1 


{ 
= 5 f(t) 


— in 


Le terme sans intégrale est ici nul, car f (—n) = f (x) d'après 
l'hypothèse de continuité de la fonction f ({) sur toute la circonfé- 
rence Q. Les nombres c, en tant que coefficients de Fourier d'une 
fonction continue par morceaux tendent vers zéro ; nous voyons que 
les coefficients de Fourier d'unce fonction f (t) dérivable tendent vers 
zéro plus rapidement que 1/7. En outre, la série des nombres | €, | 
converge, ce qui découle de l'inégalité 


’ 1 1 , 
enl=risl<z (H+le l) 

et de la convergence de la série des nombres | c; |. (Vu le critère 
de Weierstrass 6.53, cela démontre, sans que le théorème 14.36 soit 
utilisé, la convergence uniforme de la série de Fourier pour une 
fonction f ({) qui satisfait aux conditions imposées dans ce numéro.) 
Si la fonction f (t) est continue mais l'existence de ga dérivée n'est 
pas supposée, alors la convergence de la série des nombres Î[e, | 
n'a en général pas lieu, ce que nous verrons plus bas (14.53). 

b. Si la fonction / (£) est continue et possède les dérivées continues 
y compris la (#7 — 1)-ième et que /‘” (£) soit continue par morceaux, 
alors on peut poursuivre la transformation (1) en désignant par 
M) les coefficients de Fourier de la fonction f* (1): 


cn Ch pe 1) c{m) ’ 9 
En Un) Æ= ss. ADR Gnjn (n= + , + HT: (2) 


Dans ce cas, les coefficients cf” forment une série absolument 
convergente (cf. a); douc, en plus des égalités (2), on peut écrire 


13—2286 
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l'expression suivante pour le coefficient c,: 
e 


n=pur W=+i, +2...) 


œo 
où la série >) [e, | converge. 
00 


14.44.a. Les propositions précédentes peuvent être inversées, 
ne serait-ce que partiellement. Supposons que les coefficients de 
Fourier c, d'une fonction f(t) aient la forme 


On 


Cn = n [mn * 


[Onal<e, m> 2, 


ou 
Cn= TETE D lent < ©, m> 2. 


Alors, f (t) a les dérivées continues y Compris la (m — 2)-ième. 
En effet, dans l'hypothèse formulée, la série de Fourier de 
la fonction f (t} est uniformément convergente (d'après le critère 
de Weierstrass) de même que les séries que l'on obtient par les 
dérivations successives formelles jusqu'à l'ordre m — 2: 


È Cet S (2), 


S ctn)é"t5 5, (0), 


D 'cn(in)r rene sm (t). 

En vertu de 14.26e, la fonction f (t) est identique à ss (4). D’apres 
la théorème 9.78 sur la dérivation d'une suite de fonctions, la fonc- 
tion so (ft) est dérivable, et sa dérivée coïncide avec s, (4); le fait 
analogue a lieu pour la fonction s,{(t), etc.; définitivement, la 
fonction f{({) s'avère m — 2 fois continôment dérivable. 

b. Si la fonction f ({) a les dérivées continues de tous les ordres 
m = 4, 2,..., alors ses coeïfficients de Fourier vérifient les iné- 


galités 
On 
lnl<qr, m1, 2... (1) 


donc décroissent plus rapidement que n'importe quelle puissance 
de 1/|n |. Inversement, si les coefficients de Fourier d'une fonc- 


tion f(t) satisfont aux inégalités (1) pour tout m — 1, 2, ..., 


$ 14.4. AUTNES PROPNIÊTÉS DES SÉRIFS DE FOURIER 195 


alors, d'après ce qu'on a dit plus haut, la fonction j ({) est continue 
et a les dérivées continues de tous les ordres. Ainsi, la classe des 
fonctions indéfiniment dérivables est complètement caractérisée 
par les conditions (1) imposées aux coefficients de Fourier c,. 


14.45*. Problème des isopérimètres. On appelle 
ainsi le problème classique suivant : de toutes les courbes planes 
fermées lisses par morceaux de longueur donnée, trouver celle qui 
entoure l'aire maximale. C’est la circonférence qui en est la solution ; 
pour le prouver nous effectuons, avec Hurwitz, la construction 
suivante. Soit z(s) — x (s) + iy (s) la représentation paramétrique 
d’une courbe plane fermée lisse par morceaux L, avec la longueur 
d'arc s pour paramètre (9.63g). Supposons d'abord que la longueur 
totale de Ja courbe L soit 2x, de sorte que z (2n) — z (0). Ecrivons 
les développements de Fourier des fonctions z(s) et y (s): 


z(s)= + 5 (an cos ns + b, sin ns), (1) 
1 

y (s)= ++ » (cn cos rs + d, sin ns) ; (2) 
i 


d’après 14.43a nous avons 


z'(s)= D (—na, sin ns+ nb, cos ns), 
I 


y’ (s)= 5 (— nca sin ns + nd, cos ns). 
I 


Comme Îzx’ (s)l® + [y° (s)]? = 1 (9.63g), nous trouvons, à l'aide 
de 14.25(1): 


2x 


21 = {Lz’ (s)]? + y’ (8)]?) ds = 


=n Din (ar + bn —+cr + dr). (3) 
1 


D'autre part, en appliquant la formule 9.94(4) pour l'aire G inté- 
rieure à une courbe fermée et compte tenu de 14.25(3), nous trouvons 
: Ç 
G= + | lay'()—ys (sids=n Yn(andn—bnen). (4) 
D 


13° 
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A partir des égalités (3) et (4), on a 


2— = 3) {nt (ah +08 + ch + 42) — 2n (and —bnen)} = 
| 


2 3! (nan — du) + (bn +en)+(n—1)(à +8) >0. (5) 


Ainsi, l'aire G intérieure à une courbe fermée de longueur 2x ne dépasse 
pas x. Éxaminons le cas d'égalité dans (5); pour tout nr = 1,2,..., 
On a alors 


Ran—dn=0, nbht+cn=0, (n—1)(c7+dn) =0. 


En particulier, si r => 1, on obtient c, — d, — 0, d'où a, = b, = 0 
pour les mêmes n => 1. En posant r = 1 on trouve a, = d,, b, — 
= —ch. Il découle alors de (3) que aï + bi — 1, et l’on peut poser 
a, = cos a, b, = sin a. En portant dans (1) et (2) on obtient défini- 
tivoment 


z(s) = <- + cos (5 —a), 
y (s) + + sin (s— «) ; 


Cette courbe est la circonférence de rayon 1 centrée au point 
(ao/2, col2). 

Si la longueur totale de la courbe L est égale à un nombre ? + 2x, 
nous effectuons l'homothétie x’ — 2xzx/l, y" —= 2ry/l qui transforme 
la courbe L en une courbe L’ de longueur 2x (9.63e) limitant l’aire 
G' — (2n/l}* G (9.61d,e). D'après ce qu'on a vu, 


G'< au, G<T ; 


et dans le cas extrême où L’ est une circonférence de rayon 1, la 
courbe L est également une circonférence mais de rayon [//(2n). 


14.46 Emploi d'une variable eomplexe. 
Désignons les points de la circonférence unité Q —{x? + y1 = 1} 
à l’aide de la variable complexe z = r +iy=e", -n<t<n. 
re f(t = F (2). La série de Fourier de la fonction f ({} prend 
a forme 


f()=F()= 2 cne"t = Len". (1) 
Nous avons déjà rencontré dans 10.45 une sério de la forme (1) sui- 


vant les puissances de z (série de Laurent). Les coefficients c, expri- 
més par les intégrales par rapport à { peuvent également être exprimés 
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par les intégrales par rapport à la variable complexe z si l’on utilise 
l'égalité 

dz = ie"! dt = iz dt, 
En effet, 


cn Î poettd= À F()7" 1 d2. (2) 


Si la fonction F (z) est analytiquement prolongeable à l'intérieur 
du cercle unité, alors la série de Laurent, donc aussi celle de Fou- 
rier (1), devient série de Taylor 


F (2) = > C2": 


Cos ni 
n L] 


14.47. Exemple. Calculons la somme de la série > 
1 


On peut écrire 


œ ai 
ce qui ramène le problème au calcul de la somme 5 — ou de Ja 
I 


somme > +. La dernière série se déduit en intégrant terme 


1 
à torme, de O à z, la série 


n 1 
DE Er à (1) 


On sait (10.57) que 


ir 
ec _— { = —In (1—7), 


si l'on choisit pour chemin d'intégration dans le plan des © une 
courbe qui ne coupe pas le demi-axe réel négatif, ce qui correspond, 
dans le plan Ges & (1 — & — «), à une courbe qui ne coupe pas la 
partie £ > 1 du demi-axe réel positif. 11 nous suffit d'intégrer le 
long des segments de droite (0, z| (ce qui assure, en particulier, 
l'univocité de la fonction —In (1 — z)). La série (1) converge pour 
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|L|<1, de sorte que 
--h({(—)=Y = (2) 
1 
pour |[z|<<1. Or, la série (2) converge également pour |z | — 1, 
z1 (6.6%): comme la fonction 
In ({ — z) reste continue en ces 
points, l'égalité (2) reste valable 
pour cux, d'après le Ihéorème d’Abel 
6.67. Pour tout w = |w |eis+r8v, on 
a (10.57) 
In w = In | w | + à arg w. 
En particulfer, si z = e", Imz=>0, 
le module et l'argument de la quan- 
tité À — z sont facilement déterminés 
d'après la fig. 14.3. Notamment, 


Fig. 14.3. 


a 


. t— 
|1—2|=2sin<, arg(1—2)— D — : 


ensuite 
In[{—z|=in (2sin +) ; 


t— 7x 
2 1 


In (1 —z) = In (2sin +) + i 
d'où, pour {1€ (0, 2n), 


D =—In(f—7)=—Im(2sn+)+i 
I 
= cos ni sen. 4 ce ein ni n—i 
5 = In (2sin =) Son me; 
I I 
La dernière égalité nous est déjà familière (14.42b). 


14.48°. Problème de solutions périodiques. 
Soit 

aout (4) Haut" D (4) LH... + amu (4) = Lg (t) (1) 
une équation différentielle linéaire à coefficients constants dont 


le second membre g (4) est périodique de période 2x. On se demande 
si cette équation a une solution u (f) de période 27. 
Cherchons une telle solution sous forme de série de Fourier 


(= 5 net @ 
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avec les coefficients inconnus u,. En Supposant que rm dérivations 
successives torme à terme de la série (2) soient légitimes et en dési- 
gnant ao" + a" +,,, + a, = p (À) nous avons 


S) uap(tk)el" = at (t)+... +amu (1). (3) 


D'autre part, soit 


g(t)= À gne!*! (4) 


le développement de Fourier de la fonction g (4). En comparant les 


développements orthogonaux (3) et (4) nous trouvons, pour tout 
k —0, +1, +2, ... 


£n = P (tk) ur, 
d'où, pour p(ik) 0, 


£h 


PR DE) ? 


donc la solution cherchée est 


u(t)= 3 TO et, (5) 


Ces raisonnements euristiques conduisent aux énoncés suivants : 

a. Supposons que les coefficients de Fourier de la fonction pério- 
dique gt) forment une série absolument convergente (par exemple, 
g (t) est lisse par morceaux). Si p(ik) ne s'annule pas pour k = 0, 
+1, +2, ..., alors l'équation (1) possède une solution périodique 
et une seule. 

En effet, dans l'hypothèse formulée, le polynôme p (ik) de degré m 
admet la minoration 


Ip(O)I1>e, IP(k)IZclkI" (k = +1, +2, ...). 
Il en résulte que 
| gR EL 
p(ik) | c[kim ° 
En vertu de 14.44a, la fonction u (t) définie par l'égalité (5) possède 
les dérivées continues y compris la m-ième, et ces dérivées peuvent 
être obtenues en dérivant terme à terme la série (5). En les portant 
dans l'équation (1), cette dernière se trouve satisfaite. Si, en plus 


de la solution périodique trouvée, il en existe encore une, leur 
différence v (t) est une solution périodique de l'équation 


agu' (4) + ap" D (LL) +... + amv (t) = 0. (6) 
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Or, nous connaissons la solution générale de l'équation (6) qui 
s'exprime par les fonctions de la forme et, où p (À) = 0 (13.18). 
Ces exponentielles ne conduisent à des solutions 2x1-périodiques que 
Bi À = ik (k = 0, +1, +2, .. +). Comme, par hypothèse, aucune 
des égalités écrites n’a lieu, il n'existe pas de solution périodique 
non nulle de l'équation (6). Cela démontre l’unicité de la solution 
périodique de l'équation (1). 

b. Si pik) = 0 pour certains k = k,, ..., k, entiers, alors 
l'équation (1) possède une solution 2n-périodique si, et seulement si, 
En, — O0 —=1,..., r) (l'hypothèse du théorème précédent sur la con- 
ver gence absolue de la série des nombres g, restant valable); cette solu- 
th ji 


tion est définie au terme additif S cje près, c} étant des constantes 
j=1 


arbitraires. 
En effot, si ga. = 0 (j = 1, ..., r), alors l'expression (5) avec 


les constantes arbitraires €, pour coefficients 5 (qui, dans le 
présent cas, ont la forme 0/0) représente de même que dais a une 
solution périodique de l'équation (1). Si, pour un certain k = q, 
nous avons p (ik) = 0, g, 0, alors, en portant ladite expression 
dans l’é équation (1) et en multipliant scalairement l'identité obtenue 
par e-(%!, nous voyons que p(ig) = ga = 0. Cela signifie que 
l'équation (1) n'a aucune solution périodique. La démonstration 
de la dernière conclusion du théorème est analogue à celle de a. 


14.49°. Parmi les applications nombreuses de séries de Fourier 
aux problèmes de physique mathématique, nous choisissons deux, 


ff) uil,z) 


Fig. 14.4. 


à savoir : résolution du problème de vibrations d’une corde homogène 
et celle du problème de figure d'équilibre d'une membrane circulaire. 

a. Supposons qu'une corde soit fixée aux points 0 et x de l'axe 
des x et que, dans l'état d'équilibre, elle coïncide avec l’intervalle 
(0, xl (fig. 14.4). Si l’on donne à la corde une forme quelconque 
représentée, par exemple, par une fonction f (x) et qu'on la lâche 
ensuite, la corde se met à vibrer. I1 faut trouver la fonction u ({, x) 
déterminant la forme ds la corde à l'instant €. L’équation pour la 
fonction u (f, x) est déduite en physique mathématique ; dans certai- 
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nes conditions simplificatrices elle s'écrit 


du (4, du (1, 
RE ne de E ct) 
où a est une constante. L'équation (1) est à résoudre avec les condi- 
tions initiales suivantes: 

1) u(0,x) — f(x) (la forme initiale est donnée); 


2) SE = 0 (la vitesse initiale est nulle), 


Nous allons résoudre le problème à l'aide de séries de Fourier. 
Notamment, développons la fonction u(t, x) définie pour tout 
t > 0 fixe sur l'intervalle [0, x] en sa série de Fourier suivant les 
fonctions sin nx: 


ui, z)= È bn (£) sin az. (2) 


Les coefficients b, (£) sunt à déterminer. Les conditions initiales 1)-2) 
sont bien satisfaites si l'on choisit les coefficients de façon que: 
3) b, (0) = b, est le coefficient de Fourier de la fonction f (x); 
4) bh (0) = 0. 
Maintenant il faut que la fonction (2) satisfasse à l'équation (1). 
Formellement, nous avons 


Rs = ÿ,b,(t)sinnz, (3) 
1 
CS = — Ÿ nb, (t)sinnz. (4) 


1 
L'équation (1) est vérifiée si, pour tout n—= 1, 2, ..., on a 


bn (t) = —a?ntb, (+). (5) 
La solution de l'équation (5) avec les conditions initiales 3)-4) est 
b, (t) = b, cos a nt, (6) 


et la solution (2) prend la forme définitive 
7 


u(£,x) = Ÿ)b, cosantsin nz. (7) 
i 
Les dérivations formelles (3)-(4) sont légitimes si les séries corres- 


pondantes dans les deuxièmes membres convergent uniformément. 
Vu (6), El suffit pour cela que la série 


Là 
Ÿ bnni cos a ni sin nz 
| 
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converge uniformément sur l'intervalle 0O<Szxr<n; cela aura 


lieu, à son tour. si la série >: | b, | n? converge elle aussi. Or, la 


dernière série converge lorsque la fonction f (x) est continue avec 
ses dérivées première et deuxième et si sa dérivée troisième est con- 
tinue par morceaux (14.44a). 


D'ailleurs, on peut mettre la solution (7) sous une forme qui 
n'exige aucune dérivabilité de la fonction f(x). A savoir, nous 
avons 


u(l, x)— + » bn (sin nr (x + at) + sin n (r —at)] = 
! 


=+(/( +at) + f(x —at)]. (8) 


Ici on sous-entend par f (x + at) et f (x — at), dans le cas où 
la variable x + at (ou x — at) sort du domaine de définition ini- 
tial (0, x} de la fonction f (x), le résultat du prolongement impair 
de f (x) sur l'intervalle [—n, 0} suivi du prolongement 2n-périodique 
sur tout l'axe —o0 << x << 00. 

Une question se pose : dans quel sens la fonction (8) vérifie-t-elle 
l'équation (1) lorsque la fonction f (x) ne possède pas la dérivée 
deuxième? La physique mathématique vient sans grandes difficultés 
à bout de questions parcilles en généralisant la notion même de 
solution, mais nous n'insistons pas là-dessus [11]. La figure 14.5 
montre les positions successives de la corde vibrante déterminées 
d'après la formule (8), la position initiale étant la premiére. 

b. Figure d'équilibre d'une membrane cir- 
culairce. Supposons qu'une membrane soit disposée au-dessus 
du cercle Q —={x + y1< 1} et fixée par la circonférence l = 
= {x + y? = 1} au-dessus de laquelle sa forme est donnée par une 
fonction continue z = f (1) de l’angle polaire £. Dans l'état d'équilibre 
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(sous l'action des forces d'élasticité), la membrane prend la forme 
représentée par une fonction z= u(x,y) (fig. 14.6). L'équation 
pour cette fonction est déduite en physique mathématique; dans 
certaines conditions simplificatrices, elle est l'équation de Laplace 


92? 9? 
PE + TE = 0. (9) 


1] faut trouver une solution u (x, y) de l'équation (9) continue 
dans tout le cercle Q (de telles fonctions sont dites harmoniques: 
cf. 10.18) et identique à la fonction 
donnée f ({) sur la courbe F. 

Pour le faire, développons la fonction 
f (t) en sa série de Fourier: 


ft) + D (an cos nt + b, sin ni). 
{ 


Nous mettons le symbole — puisque 
la série de Fourier de la fonction donnée 
f (t) peut ne pas converger vers celle-ci 
(nous le verrons dans 14.51). Posons on coordonnées polaires £, r: 


u(r, t)= + Dr" (an cosnt+b, sinnt) (r<1). (10) 


La fonction u (r, t) est la partie réelle de la fonction analytique 
+ D(an—ibn)æ (r=|21<1), (41) 
1 


donc vérifie l'équation de Laplace (10.18) à l’intérieur du cercle Q. 
Montrons que les autres conditions sont également satisfaites. 
En explicitant les coefficients de Fourier nous avons 
’ LL 
u(r, D=g | (0 de+ 


EL 


œæœ 
++ > | { (x) (cos nt cos nt + sin nt sin nt) r” dt — 
1 —7x 


x) œæ 
1 se n _ | 
= JreNae27 cos n (4 )} de 


Ici on peut permuter la sommation et l'intégration puisque, 
d’après le critère de Weierstrass 6.53, la série entre accolades converge 
uniformément par rapport à £ pour r < 1. 


204 CH. 14. DÉVELOPPEMENTS ORTHOGONAUX 
D'après 6.47/, nous avons 


i : ___ 1—rcos8 Lo 17 
gt Dr con TEE — 2 2-0 : 


d’où 
EL 4 
1 1— rà 
u (r, = Î#@) 1 — Dr cos (t— T)+r2 ax= 
FL 4 
= {GP (0 dr, (12) 
où : 
4—r? 
PO = =ZesiT (<< 1); 


cette fonction est appelée noyau de Poisson. 
Comme le dénominateur du noyau de Poisson a la forme 


{— 2rcost+rt=(1—r) + 4rsin +, 


le noyau de Poisson n'est pas négatif. Vérifions qu'il possède les 
propriétés d'une fonction de { en forme de delta pour r — 1. En posant 
dans (12) f( = 1 nous tirons de (10) u(r, i) = 1, donc 


( P, (x) dr = 1. 


Ensuite, pour tout 6 >> 0, on a l’estimation 


P (x) da < 1—r? dt < {—7r2 
r a | 
itl>6 es ui>o (4 — r)? + ér sin? _. âr ein? EE 


qui montre que 


lim f P,(x) dr = 0. 
1 te>0 


En appliquant le théorème 12.55g sur les fonctions en forme 
de delta nous voyons que la fonction u (r, {) complétée par les valeurs 
f (t) sur la courbe l'est continue dans le cercle @, ce qu’il nous fallait. 

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, on démon- 
tre l’unicité de la solution trouvée dans la classe de toutes les fonc- 
tions harmoniques [111. 

c. Le problème de la membrane fournit entre autres des résultats 
purement mathématiques. Soit u (r,{) une fonction harmonique 
à l’intérieur du cercle {r < 1} prenant sur la circonférence r = 1 
les valeurs continues données f (£). D'après ce qu'on a démontré 
dans b et compte tenu de la remarque sur l’unicité, elle s’exprime 
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pour r << 4 par l'intégrale de Poisson (12). Les coefficients de Fourier 
a, et b, de la fonction / (4) tendant vers zéro pour nr —+ ©, la série 
de Taylor (11) a au moins { pour rayon de convergence, donc repré- 
sente dans le cercle r << 1 une fonction analytique à laquelle la 
fonction (12) (la fonction harmonique donnée) sert de partie réelle. 
Quant à la partie imaginaire de la série (11), elle nous donne une 
fonction harmonique v (r, {) conjuguée de u (r,t). Ainsi, {oute fonc- 
lion harmonique admet une fonction harmonique conjuguée. La forme 
explicite de la fonction vw (r, {) s'obtient en remplaçant dans la 
formule (12) le noyau de Poisson P, ({) par ss fonction harmonique 
conjuguée. Cette dernière est la somme des fonctions conjuguées des 
termes de la série (10), notamment 
4 Sci 1 rsint 
& À" EL nl DE PET Per 1 


(6.47f). Définitivement, pour la fonction cherchée v(r,f), nous 
avons la formule 


1 ( r siDT 
ve = À 1 es 


$ 14.5. Divergence des séries de Fourier 
et sommation généralisée 


14.51. Si f ({) est une fonction continue, alors le problème de 
la convergence des sommes symétriques de sa série de Fourier, sans 
supposition que la condition de Dini soit vérifiée, reste pour le 
moment ouvert. 1] s'avère qu'il existe des fonctions continues dont 
les sommes symétriques de la série de Fourier divergent (au moins 
en des points isolés). Cela résulte, en fin de compte, du fait que les 
noyaux de Dirichlet ne forment pas une suite en forme de delta ou, 
plus précisément, du fait que 


x 
sup Î 1 Dr (#1 dt= c, 
1 


co que nous allons voir. 

Nous savons qu'une somme partielle symétrique s, (t) de la 
série de Fourier d’une fonction ÿ (£) peut ôtre écrite comme suit 
(14.37(1)) 


sn(fst= | f(84+H) Da (h) dh, 
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où 
: 1 
snmin+ h 
1 ( p) 
Dh (h) = 7x En : 
sin 


Posons pour simplifier £—0 de sorte que 
an (f, 0)= ICI Z (h) dh. 


C'est une suite de fonctionnelles linéaires sur l'espace de Banach 
C° (Q) de toutes les fonctions complexes continues sur [—1n, x]. 
Nous allons voir que Les normes de ces fonctionnelles, i.e. les nombres 


Î LD, tan 


(12.71m), tendent vers l'infini. 11 en résultera, d'après le théorème 
de Banach-Steinhaus (12.74a), qu’il existe un élément de l'espace 
C°(Q), i.e. une fonction continue fs (f), pour lequel les nombres 
8n (fo, 0) ne sont pas bornés. Or, cela veut dire que la série de Fourier 
de la fonction fo (£) n'est pas convergente (même symétriquement) 
au point £{ = (0. 

Donc, le problème se réduit à l'établissement de la relation 


a 
sup [Da ()|dh= 0. 
7 


En appliquant l'inégalité sin REF (0O<SRk<T) nous écrivons 


1 
a A |sinfn+—)}À# 
Î 1 Da take | _ | dh> 
=" ein —- 
1 
n sin n+— h 
>+ ( h E) | dh 
ù 
Effectuons la substitution (nr + 1/2) k — t; nous aurons 


(n+1/a)re 


LS 

2 in { 
NPACILES Î EN a: 
| 


La dernière quantité croît indéfiniment pour r — æ en vertu de 
la divergence de l'intégrale impropre de | sin t |/t sur l'intervalle 
(0, oo) (11.16a). 
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Cela justifie notre construction *). 

Soulignons qu'une fonction /o (f) avec la série de Fourier diver- 
gente existe dans toute boule U, (g) ={f: || { — g || < p} de l'espa- 
ce C° (Q). Pour toute fonction de ce genre, la série des modules des 
coefficients de Fourier diverge elle aussi, puisque la convergenco de 
cette série impliquerait, selon le critère de Weierstrass, la conver- 
gence uniforme de la série de Fourier. 


44.52. Une question se pose: ne peut-on pas y remédier en 
utilisant quelques méthodes de sommation de séries divergentes 
(12.76)? Considérons la méthode des moyennes arithmétiques (Cesà- 
ro) qui consiste à passer de la suite initiale 54, 82, . . ., Sn, . . . 
à la suite 

ont (n=1,2,,..). 


n 
Ici le résultat positif vient d'emblée: 


Théorème (L. Fejér, 1905). Pour toute fonction f (t) continue 
sur la circonférence Q ={—n St < 1}, la suite des sommes partielles 


m 
symétriques de la série de Fourier sm (1) = 3\ cne‘*! converge vers 
k=-m 


f (4) uniformément sur Q au sens de Cesàro, c'est-à-dire que l'on a 
C-lim sm (4) = lim HO0EAOT.. pen y () 


uniformément sur Q. 
Démonstration. Conformément à 14.37, on a 


a 


Sm(t)= À f(x) Dm(t—*) dr, 
par conséquent, 
n—i n n—i 
En(t}æ< D} sn(t)=+ [ #tx) S Dm(t—+) dr. 
m=0 nñ m0 


*) En vertu du récent théorème de Carleson (1968), les pointe de divergence 
de la séria de Fourier dune fonction f (1) € H (—:, x) représentent une excep- 
tion: pour tout e => 0, ous ces points peuvont être recouverts par une famille 
dénombrable d'intervalles dont la sommo des longueurs est inférieure à e. 
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Ensuite on a 
| 
| -[ i 
Le 4 n san (n+—) h 
D Dnh)= gr D ——5#——= 
m=0 m=0 sin DE 


1 h 
n—[ si en = 
sin (m+ 5 } sin T 


I 
on > hk nn 
m=0 sin? LE 
_[ = 
_ : cos mh — cos (m + 1) RES 1—cosnh _ i lon rh 
_ 2 2 2 sin? _ 2n 2 sin? À sin 
m=0 2 2 PI 
Donc, 
ÿ 1 sin n = 
On ge À 10 — dr. (1) 
En sin? 
2 
La fonction 
n sin h 
FO 
einè 


s'appelle noyau de Fejér. Contrairement au noyau de Dirichlet, cette 
fonction est non négative. Ensuite, si / (4) =1, alors s, (1) =1 
et o,(t) =11, et il résulte de (1) que 


h Fa) dh= 1. 


Enfin, pour tout 60, on a 
Fn (t—+) dr = | F,(k)dh< 
fR[>8 


(h>8 
1 dh _ C(6} 
< nr : h  2nn —+ 0. 
Ihl>6 sin 


Ainsi, le noyau de Fejér possède toutes les propriétés d'une suite 
en forme de delta (12.55a). En appliquant le théorème fondamentnl 
12.55d sur les suites en forme de delta nous voyons que ©, (#) —+ j (t) 
uniformément par rapport à { E Q, ce qu'il fallait démontrer. 


44.53. La sommation par la méthode des moyennes arithméti- 
dues est un cas particulier de la sommation à l’aide d'une matrice 
qo Toeplitz (12.76c). On se demande naturellement quelles sont les 
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conditions à imposer à une matrice de Toeplitz 7 = ||gym || pour 
qu'elle somme la série de Fourier de toute fonction continue f (4) 
vers cette fonction elle-même. Rappelons que nous avons appliqué 
plus haut les matrices de Toeplitz à la sommation de suites bornées ; 
or, une suite quelconque de sommes partielles de la série de Fourier 
d’une fonction continue n'est pas forcément bornée (14.51); nous 
ne considérerons donc que les matrices triangulaires de Toeplitz 
dont la n-ième ligne contient au plus r éléments non nuls et qui 
permettent, par conséquent, de construire, d'après n'importe quelle 


suile numérique € = {co, Css Cas - . -}, les fonctlonnelles 
œ n 
Th (c) = > fnmêm = » Gnm£m. 
m0 m=0 


Par définition, T-lim c, = lim 1, (c) si la dernière limite existe. 
Soient donc 7 ={|}qrm|l une matrice triangulaire de Toeplitz et 


QG=sup 2 [gnml. Soit 
nr m={ 
x 


S(4)= {sn (t)}, Sm()= | /() Dr (m1, 2, ...) 


x 


la suite des sommes partielles symétriques de la série de Fourier 
d'une fonction f (4); Dn (t) désigne toujours le noyau de Dirichlet 


Nous avons 


Ta (s) = >», AnmSm (£) = pd QGnm Î f(T) Dm (t—7+) dr — 


nas mi 
= [50 {3 avmDmtt—9} dr= À f(r) Qu 9 dr, 
où 0 dpi _ 
Qn (£) ju à GnmDm (2). 


Théorème (S.Nikolski, 1948). S'il existe une constante 
C >> 0 telle que, pour tout nr = 0, 1,2,...,0na 


[On (#) dt <C, (1) 


JL: 


14—228r. 
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alors lim T, (s (t)) = f (t) uniformément par rapport à t El—n, x], 

quelle que soit une fonction continue f (t). Dans le cas contraire, il 

existe une fonction continue f (t) pour laquelle les quantités T, (s (?)) 

n'ont pas de limite, par exemple, au point t — Ü,. 
Démonstration. La condition (1) étant satisfaite, mon- 

trons que les noyaux Q, ({) constituent une suite eu forme de delta. 
Nous avons tout d’aliord 


F4 n Ha n 
| Qt)a= X gum Î Dn(t)dt= Y'gnn—1 (nc) 

—ñ m= | 7x Tim { 
en verlu des propriétés du noyau de Dirichlet et des élémenta de ]n 
matrice de Toeplitz. Ensuite, pour tout 6 => 0, nous avons 


| | Qn (9 dt|=| S gum Î Dm () dt < D 1 gum | Das 
11x60 mi 141>8 


QUES | 


“ 


ou 


+ 


Das = | D, (2) dt 
11208 


Pour un 6 fixe. la quantité Da tend vers zéro lorsque m —+ 
(14.32), donc est bornée; posons Ds = sup Dne. Pour un e > 0 


donné, trouvons un numéro m, de façon à avoir Ds << e/(2Q) lors- 
que m > mo. Choisissons ensuite un nombre N tel que |qm| < 
< e/(2moDs) pour m< mo, R > N; c'est possible en vertu des 
propriétés des éléments de la matrice de Toeplilz. Alors, pour n >> NW, 


on à 


my n 
| Î O, «xd |< D Ignml Dmo+ D |qnml Dm +++ =. 


11124 M0 mo'+i 


li en résulte que 


lim \ Qn (#)  =0. 
Pts 

Etant donné (1), nous voyons que @, (t}) est bien une suite en for- 
me de delta. En appliquant le théorème fondamental sur les suites 
en forme de delta 12.554 nous aboutissons à la convergence uniforme 
de la suite T, (s (t)) vers 7 (f}, el la première partie du théorème est 
démontrée, La deuxième partie se déduit du théorème de Banach- 
Steinhaus de la même façon que dans 14.51. 

Si le noyau @, (ft) est non négatif, alors la condition (Â) est rem- 
plie. Ceci résulte de la première formule de notre démonstration. 
En particulier, le noynu de Fejér (14.52) est justement de ce type. 
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14.54. Eu fail, nous avons appliqué dans 14.498 encore une 
méthode de sommmalion généralisée. À savoir, nous avons vu que si 


+ D) (an cus nt + bn sin nt) 
1 


est la série de Fourier d'une fonction continue f (4), alors la formule 
suiVante a lieu: 


1(t)= lim {+ 2 (ar Cos nt + b, sin nt) r"} ; 


Lo deuxième membre de cette égalité peut être considéré comme 
un procédé de sommation généralisée de la série de Fourier. Ce pro- 
cédé, appelé sommation généralisée au sens de Poisson, s'applique 
également à des fonctions f (f) discontinues, bien que cela conduise à 
des résultats moins finis. 


8 14.6. Exemples de systèmes orthogonaux 


14.61. Orthogonalisation. Le système de fonctions 
trigonométriques représente un exemple relativement rare d'un 
système orthogonal Loul fait. Dans plusieurs cas, on construit des 
systèmes orthogonaux à partir des sysièmes non orthogonaux moycen- 
“ant le « procédé d'orthogonalisation » décrit dans 12.43g. Rapne- 
lons-le brièvement, Soit fi, fa, - . ., fn, « - . un système de vecteurs, 
dans un espace hilbertien H (réel ou complexe), fini ou non et lisiéai- 
rement indépendant en ce sons que Lout sous-sysLème fini fi, . .., fn 
est linéairement indépendant au sens algébrique ordinaire. On déter- 
mine les vecleurs £g1, . .., &n, -.. à l'aide des relalions suivantes: 


Bi= fs, | 
L2 — Aufs + Je, 
Ba = ani + Asofo + for () 


En = Anifs + Anof2 + Gnufs + si + fn. 


On démontre que Les constantes a;, dans les formules (1) peuveni 
être choisies, et cela d'une façon unique, de sorte que les vecteurs gi, 
Le, - - . soient deux à deux orthogonaur. 


14.62. Polynômes de Legendre. Considérons dans 
l'espace hilbertien H (—1, 1) le système des fonctions fo =1, 
fn æt, ..., fn æt*, ... et appliquons-y le théorème d'orthogona- 
lisation. Comme les fonctions 1, £, ..., £*, ... sont linéairement 
indépendantes, l'hypothèse du théorème est remplie. Le sous-espace 


14e 
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L, = Li, {") est l'ensemble de Lous les polynômes de 
dogré k< n. "La fonction En NL est un polynôme de degré r dont 
lu coefficient principal vaut {. Il s'avère que la formule explicite 
pour le polynôme g, (1) est 


gn ()=Cn[(t— 1, (1) 
quel que soit n. 
Pour le prouver, il suffit, vu l’unicilé mentionnée dans 14.61, 


de constater que le polynôme ( qui est évidemment de degré n 
est orthogonal aux fonctions 1, us CURE, 

Lemme. La fonction ({? — 1)" est nulle aux points 1 et —1 de 
même que ses dérivées successives y compris la (n — 1)-ièmo:; sa dérivée 
d'ordre n est non nulle en ces points. 

La démonstration résulte de la représentation 
(2 — 1)" = (+ 1)" (4 — 1)" et de la formule de Leibniz 8.12(3). 
En perliculier, 


LG — DIV fes SC HD E—TIP lens = 2er l. (2) 


Théorème. Le polynôme œ@ _est orthogonal dans l'espace 
I (—1; 1) aux fonclions Li'é. à 

Démonstration. En Fe par parties on trouve, 
pour k<n; 


1 
En 1Ge— y) = À 12 — 4)" dr = 
1 


1 
seine fu Qt 1er 10 de, 
1 
—1 


Le terme sans intégrale s'annule d'après le lemme. On intègre 
par parties l'intégrale qui reste et l'on continue jusqu'à ce que 
l'exposant do £ ne devionne nul: 


(EP, GE — AE) = — RU (2 — 1) f, + 


1 
+ k(E—1) f La (2 — 1) de = 
—f 


| 
.=+kl Î CE ANIOR = Æ KL (6 — 1) je D k 0, 
—{ 
ce qu'il fallait démontrer. 
I] est commode pour les calculs de remplacer les fonctions ortho- 
gonales obtenues par les fonctions proportionnelles qui valent 1 
pour { = 1. À cette fin, posons dans (1) C, = 1/(2"ni) en tenant 
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compte de (2). Les polynômes que l’on obtient ont la forme 


Pa (0) = er 1) (= 0,1,2, ...) (3) 


et s'appellent polynômes de Legendre. 
En particulier, 


Pott)=mi, Pi(t)=1i, P2(0=$ (2) | PO => (w—+:) Te 


14.63. Trouvons la norme du polynôme de Legendre P,, (t). 
Nous avons 


1 
Ps Pa) = pq À 1 — LMI AC — 1) de = 
1! 


= CTCUD LC — A) [GE — 1j _— 


1 
1 
HER Î [2 — 17704) [té — À Lg Cu dt. 
=1 
Le terme sans intégrale s'annule d’après le lemme. En continuant 
l'intégration par parties jusqu'à ce que l’ordre de la dérivée dans 


le deuxième facteur sous le signe somme ne devienne nul, nous 
obtenons 


y qe 


—1)" n rm n 
(Pa, Pa) = pis pr LC —1)7 0m (88 — 4)" dt = 


> 


1 
—1)n (27) ! 
ee [ei +4" de. 
1 


Intégrons encore une fois par parties en abaissant l'exposant 
de £— 1: 
(Pa; P;) —_ 


1 
(—1)n (27)! n (t+1)+1 (+1 
on Le Sr f - RS 


I 
(— 1)" (n)1(—1)htnl ag 1 (+1 2 
— 32n (nfM(n+1) ...2n Î +1) dt = 27  5n+1 Hs 2n +1 ° 
—1 
Définitivement, nous avons 


MPaN=VEn P=V gr (4) 
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14.64. Développements suivant les poly- 
nômes de Legendre. À toute fonction f (f) E H (—1, {) 
on péul faire correspondre sa série de Fourier-Legendre: 


14) — 25 YnPn(t). (1) 


Conformément à 14.17, les coefficients y, (coefficients de Fourier- 
Legendre) sont calculés d'après les formules 


{ 
__ (fs Pa èn Li 
ÿn D TE 2 f (8) Pa (t) dt. 


Tout comme dans 14.24 pour les séries de Fourier classiques, on 
démontre que la série de Fourier-Legendre (1) converge vers f (t) 
au sens de ia moyenne quadratique : 


[10 — 5 ya Pa (0 [= [ft — s yaPa @f dt-Q (n->00). 
h=:0 =I h==0 


On a l'égalité de Parseval 
1 æ . 
ne (roPa= > riml 
—{ 0 
14,65*. Enonçons les théorèmes sur la convergence de la série 


de Fourier-Legendre aux points isolés et sur sa convergence uniforme 
analogues à ceux de $ 14.3. 


Une somme partielle de ia série de Fourier-Legendre se met sous 
la forme 


n n n 
(= Ÿ pPi( = > ÉLIRE Î Fm Pat) à = 
Ô 0 4 


i LOS 

= Î 0) D UK +1) EAU Pa D je, 
=! 0 

La fonction 


La, = > OPA (2444) 


0 


s'appelie noyau de Fourier-Legendre. 11 s'avère que la sommation 
peut être effectuée explicitement; ie résuitat s'appeile identité de 
Christoffel-Darboux (cf. exercice 11) 


Da, +) = AA Pass (8) Pn (0 Pa (9 Pas (D 
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En opérant avec le noyau de Fourier-Legendre de même qu'on 
j'a fait avec celui de Dirichlet, on peut démontrer ls théorème sui- 
vant: si une fonction f(t) EH (—1, 1) est continue pour t = 
= lo E(—1, 1) et possède les dérivées finies f° (t5 — 0) et f' (to + 0), 
alors la série de Fourier-Legendre 14.64(1) converge au point to 
vers La valeur f (to). Ceite convergence est uniforme sur tout ensemble 
ESI-1 +6, 1 — 6], où f’ (to — 0) et f (ty + 0) sont bornées. 
À un point de discontinuité de première espèce (toujours avec les 
valeurs f’ (£9 — 0) et f’ (to + 0) finies) la série 14.64(1) converge 


vers + 1f (to — 0) + f (£o + OI. 
On peut trouver une démonstration de ce théorème dans i24). 


14.66. En tant qu'exemple d'application des poiynômes de 
Legendre à la physique mathématique signaions le probième suivant 
(cf. 14.49b). On a à résoudre l'équation de Laplace 

du du , du 
ton tar “0 


dans la boule r° == 21? + y? + 2° & {, à condition que, sur la fron 
tière de la boule, i.e. pour r = 1, la fonction u prenne les valours 
données u = f (0) qui ne dépendent que de l’angle 6 formé par le 
vecteur {x, y, z} avec l'axe des z. Pour construire la solution, on 
procède comme suit: après avoir déveioppé ia fonction f (8) suivant 
les polynômes de Legendre en cos 0: 


1 (8) = 2 Yn PA (cos 8), 


on abtient Ie fonclion cherchée u = nu (r, 6) d'après la formule *) 
u(r, 0) = D Ynr "Pa (cos 0). 
0 


14.67. Autres systèmes ortbogonaux. On ren- 
contre en physique mathématique bien des systèmes orthogonaux. 
Nous en signalons les plus usités. lis s'obtiennent tous par un 
même procédé : sur un intervalle —00 <Sa<r<b< +, on 
considère une fonction p (x) non négative («fonction de poids ») 
qui sort à construire l'espace fonctionnel H,,,, La, b}l avec 

b 


Ce &)nu= | f(@ 8) px)dz 
a 
pour produit scaisire. Ensuile, on applique aux fonctions 1, x, z°, ... 
le procédé d’orthogonalisation décrit d’une façon générale dans 14.61, 
a. Pour a = —1, b — À, p (x) = 1, on obtient évidemment les 
polynômes de Legendre. 


*) Cf. p. ox. (28). 
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b. Pour a = —1, b = 14, p (x) = 1/Y 1 — z1, on aboutit aux 
polynômes de Tchébychev: 


T, (z) = cos (n arc cos x); 


ces polynômes se transforment en les fonctions cos nt lorsqu'on fait 
la substitution x = cos {, l’espace H,,,, (—1, 1) se trouvant iso- 
morphe à l’espace H, (0, x). 

e. Pour a=0, b=1i, p(x) = 2-1 ( — x)P-1, on obtient les 
polynômes de Jacobi (polynômes hypergéométriques). 

d. Pour a = —@@, b == oo, p(x) = e-*", on «a les polynômes 
d'Hermite 


H, (x) —_ Chez? (e-x2]10, 
e. Pour a = 0, b = ow, p({r) = e*, on a les polynômes de La- 
guerre 
Ln (x) = Che [ze]. 
L a physiqus mathématique, en particulier les problèmes d'oscil- 
lations, a également recours à de nombreux systèmes orthogonaux 


de fonctions transcendentes (cf. [221). La théorie générale des systè- 
mes orthogonaux de fonctions est exposée dans [25] et [19], 


Exereiees 


{. En D pe en la série de Fourier la fonction impaira qui vaut n/4 
pour 0 < z << n, obtenir les égalltés d'Euler: 


Hi 


1 1 
ste +... =. 


NL 


1 Î ] 1 { 
sg ntm "T4: 


1 1 1 1 n 
os VE Aa FOURS EN ET 7. 


2. En développant en la série de Fourier la fonction paire qui vaut x pour 


0 < x << n, obtenir les égalités d’Euler. 
1 1 1 ni 
++ tot... x: 


3. Sommer les séries de Fourier : 


cos cos 2r cos nzx 


Z 
Sp Pere Tél 


ein x ein 2z LAN SRE 


1 Là 1-2 So LES ni 


at 


b) 
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4. Si les sommes partielles d’une série de Fourier forment, dans l'espace 
C (ae n). un ensemble précompact (3.93a), alors la sérla de Fourler converge 
uniformément. 

5. Démontrer la convorgence des sommes symétriques d’une sério de Fou- 
rler en un point au voisinage duquel la fonction développée / (z) est monotone. 

6. (Sulte.) Démontrer que les soinmes symétriques de la séric de Fourier 
d'une fonction f (ft) convergent unlformément sur 
tout intervalle intérieur à un intervalle sur lequel 
la fonction / (t) est continue et monotons. 

7. Supposons qu'une fonction f(t) vérifie les 
TD mt O0 fn—D =. pa 

1)/(—9 = (10 =0, f(n—9=1f(t). ere 
f(t+ 2x) =f(t); 

2) f (t) est continue; 

3) f’ (t) est continue et non croissante pour 
0<t1< wW2;: : 

4) limt fO _ 0 ; autremont dit, lo segment 

IN0 ) 

déterminé par la tangento à [a courbe y = f (1) 
sur l'axe des ordnnnées ast équivalent. pour t N, 0, à i’ordonnés au point de 
tangenca ([ig. 14.7). 

Montrer que les coefficionts b, dans la série de Fourier’ de la fonction / (t) 


œ 
S bn sin nt 
t 


FIg. 14.7. 


ont la forme : 
bn —=0 pour n pair. bre ( 2) +en pour n impair, 


OÙ On—4/n, Jen] < oo. 
l 


8. Eo utilisant lu solution do l'exercice 7, donner un exemple de fonction 
continue ayant la série de Fourler uniformément convergente sur [—n, n} 
et tella que la série des coefficients de Fourier no solt pas absolument convergente. 

9. En utilisent la solution de l'exercice 7, donner un exemple de fonction 
f (t) telle que sa série de Fourier 

br enelnt 


converge uniformément sur (—n, a] tandis que chacune des séries 
= 0 
ÿ Eneint, D Cneint 
0 -® 


possède des points de divergence. 
10. Soient p (x) uno fonction de poids (14.87) at 


Qn(r)= nr" + Bart yen +. +0 


la suite correspondante de polynômes orthonormés. Démontror la formule de 
récurreance 
Bn 


2Qn (2) = Qnes (+ Ên—Bntt Oo, (2)+ 


ni 
EL Qu (4) 
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11- (Suite.) Démontrer l'identité de Christotfel-Darboux : 


n 
D} Qn (x) On = Qn (7) Qn+s (= Qn (4) Qn+s (2) 
h=0 


12. (Suite.) Démontror que le polynôme @, ({) (n => 1) possède n racines 
dans l'intervalle [e, b]. 


Historique 


Lore de la discusslon sur la corde vibrante qui s’élève aux annéts 1750 entra 
Euler et d'Alembert et dont le point principal est la définition de la fonction — 
est-ce une expression analytique (d Alembert) ou bion une courbe arbitraire- 
ment tracéo (Eulor)? — on examine entre autres uns idée de D. Bernoulli selon 
laquelle il serait possibla ds représenter n'importe quello courbe donnés sur 
l'intervalle (9, 2n} par une série de sinus et cosinus. Euler et d'Alembert ont 
chacun leurs raisons pour nier cette possibilité, tandis que Bernoulli ne sait 
pas déterminer les coefficlants de sa série. La tb n'ost tranchée qu’on 
en noue Fourier propose fes formules pour Îles « cuefficients de Fourler » 

, a}. 

La découverte de Fourier produit un effet extraordinaire et, durant tout 
le XIX° siècle, est considérée comme l'un des plus romarquables théorèmes de 
l'analyse, bien qu'elle soit obtenue par une slwple intégration terme à terme 
d'une série trigonométrique formelloment écrite et multipliée par une fonction 
trigonométrique donnée. Faute do définitions rigoureuses de la convergence ct de 
l'intégralo, Fourier no peut démontrer la convergence de la sério vers [a fonction 
développéa. C'est Dirichlet qui le fait en 1829 en se basant sur les définitlons 
rigoureuses (Cauchy, 1821) pour les fonctions monotones par morceaux. La « con- 
dition de Dini » est formulée par Dini an 1880. La pramier exemple de diver- 
gence d'uns sérle de Fourler pour une fonction continue est donné par Du Bois- 
ne (1876). Les « polynômes de Legendre » sont introduits par Legendre en 
1785 pour résoudre l'équation de Laplace en coordonnées sphériques. Cependant, 
la formule explicite 14.62(3) n’est trou vée par Rodrigues qu'en 1815. Le dévelop- 
pement suivant les polynômes de Legendre est donné par Neumann (1862) pour 
les fonctions analytiques et par Hobson (i908) dans le cas général. Avec les 
travaux de Hilbert (1906-1911), il daviont possiblo do géométriser la théorie 
des développements orthogonau x. 


CHAPITRE 16 


Transformation de Fourier 


Refuserai<-je ni0b repas pour [a seule 
raisON que je ne comprends pas 
tout à fait le processus de digestion? 


Oltver fleaviside 


$ 15.1. Intégrale de Fourier et son Inverston 


15.11. Lorsque nous voulons représenter une fonction q (x) pério- 
dique de période 2x comme superposition d'harmoniques, nous nous 
adressons à la série de Fourior 


gt = Sanelr* ci) 


S'il s'agit d'une fonction de période 2x4, la série de Fourler corres 
pondante prend la forme 


p(x) => ae"T, (2) 


où les coefficients a, sont déterminés par la formule 
! in À : 
an= my | Eee "T d. (8) 


Ed 
La formule (3) s'obtient en multipliant (2) par e " Teten intégrant 
ensuite par rapport à x de —xE à xl. 
11 résulte de (2) et (3) que 


oo ni in : 
ph Dr | Poe Va. (4) 
-m —" 


Il est naturel d'essayer d'effectuer dans la formule (4) le passage 
à la limite pour { —+ ow, afin de représenter, si c'est possible, toute 
fonction œ (x) définie sur tout l'axe —00 <C x <C oo comme super- 
position d’harmoniques. Le passage formel à ia Ilmlte amène à la 


220 CH. 15. TRANSFORMATION DE FOURIER 


formule : 
par | do { | pOes-bar}, (5) 


où le symbole o désigne la variable continue que l'on obtient à la 
place de la variable discrète o, = n/l. Donc, la formule cherchée 
pour le développement d'une fonction @ (x) suivant les harmoniques 
doit avoir la forme 


PT) | ÿ(o)eioz do, (6) 
où D 
vO)= | pE ei. (7) 


Nous avons déjà vu la formule (7) dans le chapitre sur les intégrales 
impropres (11.32): rappelons que la fonction 4 (o) définie par la 
formule (7} s'appelle fransformée de Fourier (ou intégrale de Fourier) 
de la fonction q (x). La formule (6) est appelée formule d'inversion 
de Fourier; on dit aussi qu'elle définit la transformation inuwerse 
de Fourier. La transformation inverse (6) ne diffère en fait de la 
DA NTHRcIAn (7) que par le signe de l'exposant et le coefficient 
1/(27). 


15.12. Au lieu d'établir la légitimité du passage à la limite dans 
la formule 15.11(5), nous allons montrer directement que 15.11(7) 
Tea 15.11(5), certaines conditions étant imposées à la fonction 
p (2). 

On suppose en premier lieu que La fonction @ (x) soit continue par 
morceaux et absolument intégrable Sur tout l'are —o << x << 00. 
Cela assure l'existence de l'intégrale 15.11(7) pour toute valeur de 
O, —00 <T O0 <T 00, 

Voici la première conséquence de la supposition faite: {a fonction 
(0) est bornée et continue pour lout © et tend vers zéro lorsque 
| ol — oo. La première affirmation découle de l'estimation 


IP G)I< À 1? @ 148 


L'intégrabilité absolue de la fonction œ (x) implique la convergence 
uniforme par rapport au paramètre G € (—o0, oo) de l'intégrale de 
Fourier 15.11(7) d’après le critère 11.47a. Vu le théorème 11.43 et la 
continuité de la fonction eiv6, il en résulte la continuité de la fonc- 
tion 4 (cd). Pour démontrer la troisième affirmation, trouvons, 
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pour un & >> O donné, un nombre À de sorte que 
— À 
le@id+ [io @at< 5. 
A 


Maintenant appliquons le lemme 14.32 à l'intervalle |— 4, À]; 
nous verrons qu'il exisle un 0, tel que, pour | 0 | => 00, on a 


| | pe tiŒ|< + 
A 
Par conséquent, pour | |=>o;,0ona 
œæ _ A œæ 
lomevtale [ireie+|f rocctal+ (ip@ida<e 
_æ -® A À 


ce qu'il nous fallait. 


15.13. Avant de démontrer Ja formule 15.11(5), considérons une 
intégrale impropre spéciale de 3° espèce : 


e 1gt — e—ipt 
In= | à (p,9>0). 
La fonction sous le signe somme est continue sur toute la droite 
réelle (on trouve aisément la valeur limite ë (p + q) pour t — O). 


La convergence de l'intégrale 7, résulte de 11.178. Calculons-la. 
Nous avons: 


… € cos qt — cos pt . Sin gt sin pi ce: 
Lpa = | {Er + +: SE} dt — 


re Cos qt — Cos pt sin qt 
= f RE ES PET [® LLLNCR TES 


+i | SE à ni. (4) 


La première intégrale s’est annulée à cause de l’imparité de la 
fonction à intégrer, pour la deuxième et la troisième on a utilisé 
la formule 11.33(1). 


D'une manière analogue, on a 


T T 
tgt—_ ip 
[= — dt=i {ns dt+i Ja 
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Comme l'intégrale impropre 
À Si œt di 
converge uniformément par rapport au paramètre @& > &o >> 0 
(11.496), on peut trouver pour tout e >> O un To tel que, quels que 
soient p>1.g>1et T > Ts on a 
| ne dt} < e. (2) 
LIT 


{ 


15.14. n passant à la démonstration de la formulo 15.11(5) 


» 


formulons rigoureusement Ja proposition à démontrer: 


Théorëéme. Soit w(zx) une fonction continue par morceaux, 
absolument intégrable sur la droile —o << x << © et vérifiant, pour 
un zx, la condition de Dini: il existe un 6 => 0 tel que 


| PE FE | dt < à. 
1ti<6 


Alors on a 
p(x)= lime ( { L'obese-b œ} do, (1) 
q—— UF bre 


de sorte que la limite dans le deurième membre existe lorsque p et q 
tendent vers l'infini indépendamment l'un de l'autre. 

Démonstration. Pour p => 0, g > 0 quelconques, nous 
posons 


q 


= | { ( q (E) evt-b dE} do. 


a=-?p _ 


L'intégrale entre accolades converge uniformément par rapport 
à o, et l'on pout intervertir l'ordre d'inlégrations en © et Ë d'après 
11.44 : 


Pr.a(r)= 7 | PE) { | ase-bdo} dE = 
-P 


æœ 90 
1 evtix—E) _ ,—ip(x-$) 1 etgt— e-ipt 


La dernière transformation s’effactue à l’aide de la substitution 
z —E —=1. Avec 15.13(1), la différence @b., (x) — q (x) peut être 


$ 15.4. INTÉGNALE DE FOUNJER ET SON INVERSION 223 


notée conime suit : 
ï (Qt e-ipt 
Pal) —pt=s | IPR4+0-PGN à. () 


Partageons cette intégrale en deux: 


Î n l .. 4 ï 
27 J = { + | Gen. ) 
— LtIST LrI2T 
Le deuxième terme se met sous la forme 
I gigf —e-int L'A62) eigt — ipt 
ai «CG + di PET Î ru 0 (4) 
Le[ZT 1t)2T 


Comme (x + ?) esl absolument intégrable en tant que fonction de t 
iqt — eint 
et que le facteur ALAN dépasse pas en module le nom- 


bre 2 pour |[4| > 12 > 1, nous voyons que le premier terme de la 
différence (4) tend Vers zéro, lorsque 7 —+ co, indépendamment des 
valeurs de pet q supérieures, par exemple, à 1. Le deuxième termo 
de (4) possède la mûne propriété en vertu de 15,13(2). 
Mettons le premier terme dans (3) sous Ja forme 
mme plr+t)—@(z) | 191 _ int 
A t (e eT)d. 
La fonction LR Se Pre A2 
valle |t1<T condition de Dini!), ce terne tend vers zéro, d’° après 
Je lemme 14.32. lorsque p ot g croissenit, d'où 
lim pp.a(r) = (2), (5) 
p-r00 
ge 
ce qu'il fallait démontrer. 

La démonstration réalisée établit également la convergence 
uniforme de l'intégrale (1) par rapport au paramètre z parcourant 
un ensemble borné Æ de la droite — 00 << Tr << oo si la condition 
de Dini a lieu uniformément sur cet ensemble (14.35) ; on le prouve 
de même que le théorème analogue pour les séries de Fourier. 


étant absolument intégrable sur l'inter- 


15.15. Si Ja condition de Dini n'est pas satisfaite en un point ro, 
alors le théorème 15.14 n'est plus valable, et l'intégrale de Fourier 
pour Ja fonction q (x) peut se trouver divergente. De même qu'en 
cas de série de Fourier, Ja relation 


(20) = lim Gp a (26) = Him _. { ï p(E)elt-D Œ} do 


q— 
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ne peut être remplie qu'au sens d'une limite généralisée. Considé- 
rons d’abord l'«intégrale partielle » symétrique 


? œ 
t 
Pr.p(D = 5 À { \ p(E) etate-h dE } do. 
Dans la suite, nous la désignerons par @q, (x). En partant de 
15.14(2) nous avons pour @, (x) la représentation suivante : 


œ 
eirt— e-ipt 


pote) = gr | +) et À pe+o Ed. (1 


Un théorème dont la démonstration est complètement aualogue 
à celle du théorème 14.38 a lieu; 


Théorème. Soit xo un point de discontinuité de 1-ère espèce 
de la fonction q (zx), de sorte qu'il existe les limites @q (ro — 0) et 
p (to + 0). Si Les conditions unilatérales de Dini sont satisfaites, c'est-a- 
dire que les intégrales 


Tiesto à Î IOEL TUE 
x0 . xo—0 - 


convergent pour un Ô=>0, alors on a 


? 
2 ” 
Go) = lim Pr (so) = lim se Î {je (E) GE) de} do. 


15.16. Etudions à présent les moyennes arithmétiques de l'in- 
tégrale de Fourier, de même qu'on l’a fait dans 14.52 pour la série de 
Fourier, sans supposer satisfaite la condition de Dini. Au lieu de la 
moyenne arithmétique des sommes symétriques de la série de Fourier, 
nous considérons, naturellement, la moyenne intégrale des inté 
grales symétriques q, (x) (15.15): 


N 
ou (der | ge tRér (1) 


En substituant la valeur de q,(x) de 15.15(1) nous trouvons : 


on (D = { \ PE +0 dt} dv = 


œ N œ 
i p(z+t) : i (x +1) 1— cos Net ,, 


a N 
sin? — | 


+ À Pa + 4) — 5 — dt. 
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L'expression 
2 sin? 1 
FrO=—> (2) 
s'appelle royau de Fejér pour l'intégrale de Fourier. Le noyau de 
Fejér possède les propriétés suivantes : 
1) Fr ()2>0; 


2) f F, (0 dt =1; 


3) Fr(bdt—0 pour N—>00 quel que soit 6-0. 


PRET 
L'inégalité 1) est immédiate. L'égalité 2) est établie dans 11.49b. 
La relation 3) résulte de l'estimation 


2 dt à 
{ Fx (9 dt<T | SANS 
(1]>0 111206 


L'égalité 2) implique la relation 


on (ap) À (pts +1)— 9 (z)1 Fr (0 dt. (3) 


Nous allons démontrer le théorème suivant : 


Théorème. Si une fonction @ (x) est absolument intégrable et 
uniformément continue sur un ensemble E © R,*), alors les moyennes 
arithmétiques © … (x) de son intégrale de Fourier convergent uniformé- 
ment sur E vers q (x). 

Démonstration. Pour un e&>>0 donné, trouvons un 
ô—>0 tel que ]p(x + ©) — p(x) | << e/2 résulte de }£ | 6, 
z€Æ. En appliquant les propriétés 2) et 3) du noyau de Fejér, 
nous avons: 


low (x) —p(r)|< Î [p(z+0—-p(r)|F, (0 dt + 
111<0 
+ [p(rrt)—p(x)l Fe) d< 
rtÎ>0 


<3 


"9 


Fr(t)dt+2 sup [p(x)l | Fn (+) dt. 
-m<Tx< 11120 


*) La dernière propriété signifie que, pour tout & => 0, il existe un 6 > 0 
tel que la relation | t | << 6 implique 


Ip +) —-p(rl<e 


quels que soient z € E et t € A4. Soulignons que, dans cette définition, lo point 
z + 1 n'eppettient pas forcément à l’ensemble £, 


15 2280 
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Le premier lerme ne dépasse pas e/2 pour tout NW, le deuxième 
devient << &/2 pour # sufflsamment grand, par exemple pour V => Wo. 
Définitivement, pour N => Ns, nous avons 


lon —-phI<e 
quel que soit x € Æ, ce qui démontre le théorème. 


15.17. En conséquence, nous obtenons Je théorème sur l'unicité 
de la transformée de Fourier : 

Si la transformée de Fourier 1 (0) d’une fonction q (x) absolument 
intégrable et continue par morceaux sur l'are —00 << x << 00 est nulle 
pour tous les a, alors q (x) est nulle partout, à l'erception éventuelle 
d'un ensemble n'ayant aucun point limite fini sur l'axe des x. 

En effet, on a 4 (o) ==0, p, (x) =0, ox (x) m0, donc q (x) — 
= lim on(x) =0 à l’intérieur de tout intervalle fini de conti- 


N—œæœ 
nuité de p (x) : les points de discontinuité de la fonction @ (x) forinant 
un ensemble au plus fini sur chaque intervalle fini de l'axe des zx, 
cela démontre le théorème. 


& 15.2. Autres propriétés de l’Intégrale de Fourler 
Dans ce qui suit, nous désignons par F l'opérateur de Fourier: 


Flp(= | pte-taz, 


L'inversion de l'intégrale de Fourier se note F”!: 


Fp(ol=z À (0) ex do. 


15.21. Liaison entre le comportement d’une 
fonction g(x)pour [z|——æet la dérivabilité 
de sa transformée de Fourier. Nous savons que la 
transformée de Fourier 4 (o) d’une fonction g (x) absolument inté- 
grable est une fonction bornée et continue de ü, — 00 << a <Z 0, qui 
tend vers zéro pour | o | -> 0. Supposons maintenant que non scule- 
ment (x), mais aussi z@ (r) soit absolument intégrable sur l'axe 
— 00 << z< 00. On peut alors conclure que la fonction (0) est 
dérivable. En effet, la dérivation formelle par rapport au paramètre 
o de l'intégrale de Fourier 


Î p(x)e-!9x dr = (0) 
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amène à l'intégrale 


— i | zp(z) e- 95 dz 


qui est absolument convergente et uniformément Convergente par 
rapport à o. En vertu du théorème 11.45a, la fonction vw (o) est 
dérivable et l'on a 


Ÿ' (0) = —i Â zp(r)e-(sx dz. 


On aboutit à la formule éloquente 

Fr" [pl = F [xl (1) 
qui montre quel'opérationde mulliplication par x est transformée par 
l'opérateur de Fourier en l’opération IR. Eu tant quo transformée 


d'une fonction absolument intégrable, la fonction 4%’ (0) est toujours 
continue, bornée et tend vers zéro pour | o | —- 0. Si ies fonctions 
xp (x), z’@ (x), ..., z”"o (x) sont absolument inlégrables sur l'axe 
des x avec ia fonction œ (x), on peut continuer la dérivation; on 
verra que la fonction 4 (o) = F [pl possède secs dérivées successives, 
y compris ia m-ième, continues, bornées et tendant Vers zéro pour 
[oO | — 0 ; on a la formuie 


PEN qe Flag) (k=0, À, ..., m). (2) 


Si tous les produits x"@ (x) sont absolument intégrabies (m = 
— 0, 1,...), alors la fonction F [p] = Y (o) possède toutes Îles 
dérivées en ©, chaque dérivée élant continue et tendant vers zéro 
lorsqne | o | —> oo. 

Nous voyons que plus la décroissance à i‘infini de la fonction 
p (x) est rapide, pius ia fonction 4 (0) est lisse. 


15.22. Voyons comment se perfectionnent les propriétés de déri- 
vabilité de la fonction 4 (o) lorsqu'on impose des conditions suppié- 
mentaires au comportement de la fonction œ (x) à l'infini. 

a. Supposons que C'est ie produit p (x) etlx!{, avec une constante 
fixo db => 0, qui soit intégrable. Aiors ou peut dire que la transformée 
de Fourier ÿ (o) de la fonction @ (x) est une fonction non seulement 
re dérivable, mais aussi analytique. En effet, l'intégraie de 

ourier 


p(o)= | pix)e-tr ar 


15% 
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est maintenant définie non seulement pour les oc réels, mais aussi 
pour certains o complexes: si l'on pose s = o -H ir (o, + réels), on a 

b(o + it) = | pir)e-tore dr = ( q(z)e-"* dx, (1) 
et l'intégrale converge pour | t | b, i.e. dans toute une bande 
horizontale du s-plan complexe. La fonction obtenue de la variable 
complexe s est analytique en tout point intériour de la bande; en 
effet, l'intégrale converge uniformément dans un voisinage du point s 
(contenu entièrement dans la bande), ce qui permet d'appliquer le 
théorème 11.45b. La fonction + (s) est bornée dans toule la bande car 


FOIS RLICICONT ES RTICIPNT 
On peut dire que la fonction 1 (s) = 1 (a + it) converge vers zéro 
uniformément par rapport à %, | Tt | < b, lorsque a —> + 00. 

Pour le démontrer, on doil préciser un peu les raisonnements de 
45.12. Notamment, comme la fonction œ (x) eblxl est absolument 
intégrable, on peut choisir, pour un e => 0 donné, un nombre À tel 
que 


À = 
| [p(zx)|eblzl dr + | lp(Hledr< +. 
A 


Considérons l'intégrale 


A A 
{ q (x) etsx dx = | p (x) exe-i0x dz. 
A — À 


D'après l'inégalité 14.32(5), elle admet la majoration 


A 
se 2n 2x 
| f pts) eaz|< 240 [pese Ter] + NaMa or: (2) 
où o Ce: 6) désigne l'oscillation de la fonction 4 (x) sur ses inter- 
valles de continuité, N, le nombre de tels intervalles pour la fonc- 
tion (x) sur [—A4, A], M4 = sup | P (x) |e. 
z\< 
Le premier terme dans le deuxième membre de (2) ne dépasse 
pas, pour | tr | & b, la quantité (5.17d) 
27 | ,4b be 21 
dau Le 6, Pr] + 240%, HE] mex 86) 
qui tend vers 0, lorsque | o | -> oo, indépendamment de la valeur 
de +, {rt | b. 11 en est de même, évidemment, du second terme 
dans (2). On peut choisir un 0, de façon que, pour | 9 | => 50, | t | KB, 
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on ait 
A 
s ë 
| f p(z)e del +. 
—A 


11 en résulte pour [o}=>00, tout comme dans 15.12: 
t 


| f q (x) eaz|<e, 


ce qu'il nous fallait. 

b. Supposons à présent que le produit de la fonction q (rx) par 
eblzl soit intégrable pour {out b. Alors la fonction + (s) est définie et 
analytique dans toute bande | t | & b, {.e. est une fonction analyti- 
que entière: d’après ce qu'on a vu, cette fonction entière reste bornée 
et uniformément convergente vers zéro pour o-> oo dans toute 
bande jt | < b (avec le majorant dépendant de b). 


15.23. On peut considérer les fonctions q (x) qui décroissent à 
l'infini d’une façon encore plus rapide, notamment les fonctians 
pour lesquelles est intégrable le produit @q (x) e“{}, où M (x) croît 
plus rapidement que toute fonction linéaire. Il est commode de 
mettre M (x) sous la forme 


M (e)= Ê nd (O< z< ©), (1) 


où y (£) est une fonction continue croissante avec u (0) = 0, p (00) — 
= 0; pour x négalif, nous posons M (x) = M (—x). 

Dans le présent cas, pour décrire les propriétés de la transformée 
de Fourier de q (x), on peut utiliser la fonction 9 (x) duale au sens 
de Young de la fonction M (x). A savoir, on dit duale au sens de 
Young d'une fonction M (x) la fonction & (rt) définie par les égalités 


R(r)= ( 2(9 à (OLT<< 00), R(—T)— (+). (2) 


U 


où À (1) est la fonction inverse de p (£). Les fonctions duuies au 
sens de Young sont liées par l'inégalité de Young (9.61h) : 


m<M(D+Q(rT (x>0, +> 0). (3) 
Théorème. Si (x) est une fonction continue par morceaux 
pour laquelle l'intégrale 


IRCICILAOT (4) 
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est finie, alors la transformée de Fourier W (s) de la fonction q (x) 
est une fonction analytique entière vérifiant l'inégalité 
lp(o+it)|< Cet), (5) 


Démonstration. Le fait que  (s) est une fonction analy- 
tique entière résulte de 15.22. Ensuite, nous avons 


lp(o+i) = | | y (x) e-totinx ds] < | [p(x)lef@erlixle-MG dr, 


En appliquant à l'exposant l'inégalité de Young (3) nous obtenons 
| IzlieI— M (D <Q(), 
d'où 
(b(o+it)| em Â Lp (x) 1 M0 dr = Cet, 
ce qui démontre le théorème. 


En choisissant, par exemple, une fonclion q (x) qui satisfait à 
la condition 


{ 
flpale ""dr<o, p>f, 


on trouve que la fonction correspondante + (s) vérifie l'inégalité 


1 
. pt 1 
lpGo+i)l<Ces " (+21), 


car A est la fonction duale au sens de Young de +æ (9.61H). 


Notons que les nombres p et qg sont les deux supérieurs à 1, mais 
varient dans les sens opposés: lorsque p croît, q décroît, et lorsque 
p— æ,onag—+ di. 


15.24. Supposons enfin que c'est le produit de (x) par toute 
fonction croissante de | z | qui soit intégrable. Il est aisé de voir que 
ce sont les fonctions à support borné q (x) (qui s’annulent presque 
partout à l'extérieur d'un intervalle | x | < 2), et elles seules, qui 
possèdent cette propriété. Supposons donc que @ (x) soit nulle pour 
[zx | > a. Alors la transformée de Fourier 

a 


vu= frere 


a 
est une fonction analytique entière de s qui admet dans le plan des 
8 la majoration suivante: 


lho+iml< [lplettiel dr Centt, (1) 
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avec C = fleciaz. Une fonction analytique w(s) vérifiant l'iné- 
—s 


galité (1) s’appelle fonction entière de type exponentiel fini <a. 

Ainsi, plus la décroissance de (x) à l'infini est rapide. plus sa 
transformée de Fourier 4 (o) est « lisse ». En partant des fonctions 
4 (o) continues nous avons passé par les fonctions à plusieurs dérivées, 
indéfiniment dérivables, analytiques dans une bande, dans tout 
le plan, et nous sommes arrivés aux fonctions analytiques de type 
exponcentiel fini. Aucune fonction tendant vers zéro dans les deux 
sens sur l'axe réel ne peut être plus « lisse » (or, nous savons que 
chaque transformée de Fourier d'une fonction intégrable possède 
cette propriélé); on sait qu'il n'existe aucune fonction analytique 
entière non nulle de type exponentiel fini qui tende vers zéro sur 
l’axe des abscisses et croisse dans le plan moins rapidement que 
ealxl pour tout a => 0 (cf. exercice 24 du chapitre 10). 


15,25. À présent, au lieu des conditions d'une décroissance de 
plus en plus rapide, nous imposerons à la fonction q (x) les conditions 
de devenir de plus en plus lisse. Vu les résultats 15.21-15.24, on est 
en droit de s'attendre à ce que la transformée de Fourier de la fonc- 
tion  (r) sera alors soumise aux conditions d'une décroissance de 
plus en plus rapide. 

Supposons itu'une fonction absolument intégrable q (x) soit con- 
tinue et possède une dérivée continue par morceaux et absolument 
intégrable elle aussi sur l'axe —00 << x << 00, Il en résulte avant 
tout que la fonction 


p(z)= p(0)+ | p' (dé 
0 
“ une limite pour zx —æ oo; cette limite est nulle, sinon @ (x) ne 


serait pas intégrable. [1 en est de même du cas x -> —o. Ensuite, 
en intégrant par parties nous avons 


* 


Fly i— | q'(s)e" Fdz=p(x)e tell + io | p(x)e” "9 dz. 


D'après ce qui précède, le premier terme à droite est nul; nous avons 
l'égalité 
F {'] = ior [gl]. 


En d'autres termes, La dérivation de la fonction @ (x) correspond à la 
multiplication de la fonction % (o) — F Il par ia. Comme F 1’ (x), 
en tant que transformée de Fourier d'une fonction intégrable, est 
une fonction bornée de © (et même tendant vors zéro pour | & | + oo), 
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nous avons la majoration suivante pour F {[q (x)]l: 


x F|y 
Flo LR EL cer 


Ainsi, dans le présent cas, non seulement la fonction 4 (a) tend 
vers zéro pour | Go {-—> 0, mais elle le fait plus rapidement que 
1/19 |. Si les dérivées successives y compris la m-ième de la fonction 


p (x) sont absolument intégrables, alors en continuant le procédé 
nous obtenons 


Flip (x=(io)" Flpl (k—0,1,..., m). (1) 
De même que plus haut, nous avons la majoration 
_ LFg Ge 
F(g= QU (2) 


Douc, plus la fonction q (x) a de dérivées intégrables, plus la décrois- 
sance à l'infini de sa transformée de Fourier vers zéro est rapide. 

En particulier, lorsque la fonction @ (x) est assez lisse, sa trans- 
formée de Fourier est elle aussi absolument intégrable. On voit de 
(2) que l'existence et l'’intégrabilité absolue de , g’ et &’’ en don- 
nent une condition suffisante. 

Si q‘” (x) existe et est absolument intégrable pour tout k — 
= 0, 1, 2,..., alors la fonction 4% (o) décroit, pour | o | — o, 
plus rapidement que toute fonction 1/| © [*. 


15.26.a. Supposons maintenant que In fonction q (x) soit non 
seulement indéfiniment dérivable, mais aussi analytique dans une 
bande | y | < b du plan de la variable complexe z = x + iy. Sup- 
posons en outre qu'il existe une fonction ® (x) telle que 


1x [2 


lim D(r)=0, Î ® (x) dx << co (1) 


et que, pour tout y |y | < b,on ait 
Pop (+ iy) | < ® (). (2) 


Nous verrons (c) que la transformée de Fourier de la fonction 
p (x) est alors une fonction exponentiellement décroissante. 

b. Etablissons préalablement le lemme suivant de la théorie 
des fonctions analytiques : 

Lemme. Si une fonction f(z) est analytique dans la bande 
1y | << b et y satisfait à l'inégalité 


lfa+in1<® (x) (3) 
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(où D (x) est une fonction vérifiant les conditions (1)), alors l'intégrale 


Ÿ f&@+ipas (&) 


ne dépend pas de y, |y | << b. 

Démonstration. L'existence de l'intégrale (4) résulte 
immédiatement de la continuité de la fonction ÿ (x + éy) par rapport 
à x et des estimations (4) et (3). Soient mnintenant y, << y, deux 


Fig. 15.1. 


nombres quelconques de l'intervalle (—-b, b). Considérons le contour 
fermé L — ABCD montré fig. 15.1. D'après le théorème de Cauchy 
10.32 on a 
B C D A 
tee | f (2) d2 + { f()d+ | fU)d+|f@)ds=0. (6) 
A C D 
Soient —ÆA et À les abscisses des points 4 et B. Alors 
C Va va 
[fredl< fire fo (R)dy= 0 (RW): 
B 1 vi 
cette quantité tend vers O0 pour À —+ co, de même que l'intégrale 
A 


ÿ' (2) dz. 


Les deux intégrales qui restent ont, pour À — , les limites respec- 
tives 
f+ivodz et — | f(x+ivodz. 
En passant dans l'égalité (5) à la limite pour À —+ , on obUuent 
Ÿ/(+inas= | f(+iy) dx, 


ce qu'il fallait démontrer. 
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c. Théorème. Dans l'hypothèse de a, la transformée de Fou- 
rier ÿ (o) de la fonction q (x) vérifie l'inégalité 


h(o)|<Ce-uel. 


Démonstration. Appliquons le lemme b à la fonction 
analytiquo 


f()=9(G)e"": 


pour laquelle l'inégalité (3) a lieu si l’on y remplace O(x) par 
@i(zx)et!tl, En vertu du lemme, on a 


Ÿ (oi=— Î p(x)e-i9x dx — Î px +iy) er EH dx (6) 
pour tout |y|<<b. En fixant y, nous obtenous l'estimation 
poI< {lpa+iplevar=en (\o(s+iyjar<e | ©(» dr. 


En passant ici à la limite pour y——bsgno, nous avons 
lp(o)|<Ce- tale, 


ce qu'il nous fallait. 

d. Si la fonction @ (x) est analytique dans tout le plan z = +: -- 
+ iy et sl l'on pout indiquer, pour toute bande | y |  b, une font- 
tion ® (x) vérifiant les conditions (1) et (2) (la fonction ® (x) peut! 
dépendre de b) , alors en appliquant le théorème c nous voyons que 
la transformée de Fourier 1 (a) de la fonction @ (x) satisfait à une iné- 
galité de la forme 


lp (o)1<Cee”t9 18 
pour tout b. 


15.27. Soit, ensuite œ (x) une fonction analytique entiére qui 
admet dans toute bande ! y | < b l'estimation 


lp (x +iy)|<eWWO, (x) 
avec 


au [aan (O<Sy<oo), Q(—y) = (y), 


où À (n) est une fonction continue croissante telle que À (0) = 0, 
À (00) = ©, 

Pour tout b, la fonction ®,(x) est supposée vérifiant les condi- 
tions 15.26(1) dans la bande |y | < b. 
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Soit A7 (a) la duale au sens de Young de la fonction Q (y) : 


M(o)= Ÿ (Ed, 
(Ü 


où 1 (Ë) ost la fonction inverse de À (). 
Théorème. Dans l'hypothèse formulée, la transformée de 
Fourier 4 (a) de la fonction q (x) satisfait à l'inégalité 
[b (o)1< Ce-Mo. 
Démonstration. D'après 15.26(6), nous avous 


pGo)= [ pade-teradr= À p(x+iype-itetn az 


pour tout y. Il en résulte l'estimation (b=]|yl) 


lb (o)|< Î D, (x) e0v dr = Cyent +, (1) 
Choisissons le signe et lo module de y de façon que oy = —|o|l|yl| 


et que l'inégalité de Young devienne l'égalité: 
lollyl= M (o) + Q (y. 
Ceci fnit, il résulte de (1) que 
[p(o)|< Cie #0), 
et le théorème est démontré. 


15.28, Soit, enfin, (x) une fonction analytique cntière qui 
satisfait à l'inégalité 
lp +y)|< D (et, 
où In fonction D (x) est soumise aux conditions 45.26(1) (et ne dépend 
pas de ÿ). 


Théorème. Dans l'hypothèse formulée, la transformée de 
Fourier % (o) de la fonction ® (x) s'annule pour |o | > a. 
Démonstration. D'après 15.26(6), nous nvons 


Ÿ (0) = Î p(x)e-!(9x dx — Î p(x + iy) eiotz+iu) dx (1) 
pour tout y. Fixons le signe de y de façon à avoir oy = —|o || |. 
Il résulte alors de (1): 

Lp (o)| <evv Î D{x\eslvidr< Ceta-latvt, (2) 
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Soit |o [=> a. En faisant tendre | y | Vers oc dans l'inégalité (2) 
nous avons Ÿ (0) = 0, ce qu’il nous fallait. 


15.29. Nous voyons que les théorèmes 15.25-15.28 ne sont pas 
les réciproques exactes des théorèmes 15.21-15.24 et demandent cer- 
taines hypothèses supplémentaires (par exemple, l'existence d'une 
fonction © (x) possédant les propriétés 15.26(1), (2)). La question 
se pose sur În constrnction des classes des fonctions q (x) dont on 
puisse caractériser complètement la classe des transformées de Fou- 
rier 4 (a). Certaines de ces classes peuvent être construites à l'aide 
des théorèmes 15.24-15.28. 

a. Classo S. Considérons l'ensemble $ de toutes les fonclions 
indéfiniment dérivables q (x) (—00 << x << oo) dont chacune vérifie, 
pour n'importe quels k, qg = 0, 1, 2, ..., une inégalité de la 
forme 

[ep (z)1< Cros (1) 


où Cr4 est une constante (dépendant du choix de la fonction q (x)). 
Chaque fonction x"p‘® (x) est non seulement bornée sur l'axe des x, 
mais aussi intégrable sur tout l'axe car l'inégalité 


Chas: 
MOIS 


est valable avec (1), de sorte que 


: Ch+2, Cêa 
[xp (x)1< min {Cros es } Ta 
où Ci, est une nouvelle constante. 

Toute fonction zx" (x) est indéfiniment dérivable avec œ (x), 
ct chacune de ses dérivées est intégrable sur l'axe des x, parce que 
s'exprimant linéairement par des fonctions inlégrables x'‘"” (x) 
d’après la formule de Leibniz 8.12(3). 

La fonction + (o) = F 19 (x)l est indéfiniment dérivable en vertu 
de 15.21. En nous servant des formules 15.21(2) et 15.25(1) nous 
pouvons écrire 

F [Gp (&)}" = (— 5 dope (0) ; 


ici le deuxièmc membre, en tant que transformée de Fourier d'une 
fonction intégrable (xp (x))f, est borné pour n'importe quels k et g: 


op (0)| << Bro- 


Donc, si p (x) € S, alors 4 (o) € S. Inversement, soit ÿ (0) € S; 
montrons que cette fonction est La transformée de Fourier d'une fonction 
p (x) € S. Posons 

p(x) = _ Î Ÿ (0) eisr do. 
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La fonction 2x (—z) est la transformée de Fourier de la fonction 
% (a), donc appartient à S. Mais alors, évidemment, on a aussi 
@ (x) E S. D’après la formule d'inversion: 


po) = Î 2xp(— x) eitx dr — Î p(r)e-t®r dx: 


par conséquent, + (a) est la transformée de Fourier de la fonction 
p (x), ce qu’il fallait démontrer. 

Ainsi, la transformation de Fourier F applique la classe S sur toute 
la classe S. 


b. Soit ag (k, g = 0, 1, 2, ...} una suite doubie de constantos. Par 
définition, la classe S,,, o est formée de toutes los fonctions Indéfiniment déri- 
vables q (x) (—00 << z < ©) dont chacune satisfait aux Inégailtés 

[zhpto(z) | & CARBîmps (ke, g=0, 1,2, ...), 


où ies constantes À, B ct C peuvent dépendre de Île fonction y (x). 
11 s’avère que, dans certaines conditions pour la sulto m,,, on a la formula 


PS mp) = S my q? °1. 


c. Classes W, et W®,. Soient M (r) et @ (x) deux fonctions 
duales au sens de Young l'une de l'autre (15.23). Par définition, la 
ciasse W,, est formée de toutes les fonctions indéfiniment dérivables 
g (x) (—c0 << x << co) dont chacune satisfait aux inégalités 

[pa (2)1<Cae M) (g=0, 1,2, ...). 

Si (x) est la transformée de Fourier d'une fonction q (x), alors 
(is)*(s) est celle de la fonction p‘® (x) (15.25). En vertu de 15.23, 
on a les inégalités 

[stp (o+ir)|< Ce (g=0, 1, 2, ...). (2) 

Désignons par W® la classe de Loules les fonctions analytiques 
entières 4 (s) vérifiant les Inégalités de la forme (2). Nous voyons que 
F(W»w) = W®. Soit malntenant % (s) une fonction quelconque de 
W%. À partir de l'inégalité (2) et de la même inégalité où l’on rem- 
place q par qg “+ 2, nous obtenons 


C: 
[stp (o +ir)| < e2t9 min {ce ee} = D, (0) eat), 


, .  Cop2 C 
Da (0) = min {ce ir) <THof 
est une fonction intégrable. L'application du théorème 15.27 amène 
à la conclusion que 


LP (2) 1€ Ce Me, 
e) Ci. [231- 
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c’est-à-dire que FIW*]=W,. Définitivement, l'image de la classe 
Wan par la transformation de Fourier est la classe W®, et l'image de la 
classe W® est W,. 


8 15.3, Excmpies et applications 


Au début, dans 15.31-15.32, nous considérons quelques exemples 
de transformées de Fourier. 

15.31. La transformée de Fourier d'une fraction rationnelle 

__00+ 4124: + amx 
NA Dire 2 ET EE LS 

où m << n — À, était calculée dans 11.32b par les méthodes d'inté- 
gration le iong d’un contour. En utilisant le théorème 15.26c et l'ana- 
lyticité de la fonction Q (z) dans une bande | y | b (qui ne contient 
pas de racines du dénominateur) on pourrait affirmer que F [Q (x)] 
décroît exponenliellement pour | |—-c0; d'ailleurs, on n'en a 
plus besoin, F [Q (x)l étant déjà calculée d'une façon explicite. 

15.32. Trouvons la transformée de Fouricr ÿ (ao) d'une fonction 
p(rn =e-i a >0. 

Cette fonction est analytiquement prolongeable dans tout le 
plan zZ = x<+ iy avec la majoration 

| ge] = | e-4z+iur| — gevto-axi : 

donc, en vertu de 15.26b, on peut passer, dans le plan des z, de l’axe 
des z à n'importe quells droite parallèle pour calculer la transformée 
de Fourier: 

Ÿ (a) = | e-a+tue-t0(x+ iv) dr — | e-ox?+avt+oy—2atzy-10x dr — 


= eov?+0y | e-ax?-tx(2ey+0) dr. 


Posons y — —o/(2a); alors ay? + oy = —0*/(4a), et l'on a d'après 
la formule 11.56(2) : 
_ 0? __® ur 
p(o)=e ” | emtdr—e “ y £. 


En particulier, pour p(r)—e-**/2(a— 1/2), on obtient (0) — 
= V9ne-ct2, 
15.33. Transformation de Fourier et pro- 


duit de convolution. Dans 11.48, nous avons appelé 
produit de convolution de deux fonclions f (x) et g (x) définies pour 
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00 <= TI<< oo la fonction 

h(D= feet | Oe (8). 1) 
Si f(x) et g (x) sont continues, bornées et absolument intégrables 
sur (—00, o), alors À (x) existe pour tout x et est aussi continue, 
bornée et absolument intégrable sur (—o0, 0); de plus, on a 


f k (x) dx = [ f(x) dz Î et)as. (2) 


Appliquons le théorème sur le produit de convolution en remplaçant 
f (x) et g (x) par j (x) e-tex et g (x) e-19% respectivement. Le produit 
de convolution de ces fonctions est 


Î fŒe-iiger—te-io-babe etes | }(E)e(—E)d6, 


-œ —o 


et l'égalité (2) donne 


rien= [ee {[ j@ee-Da} dr 


= {jets | g(ae-wsdr= FIfI.F le. 


Autrement dit, dans les suppositions imposées plus haut aux fonc- 
tions } (x) et g (x), la transformée de Fourier de leur produit de convolu- 
tion est le produit de leurs transformées de Fourier. 


15.34. Résolution de l'équation de la cha- 
leur. Trouvons une solution w (x, t) de l'équation de ia chaleur 
(— 00 << x << 00, 1 >. 0): 

ôu (x, #) __ d?u(z,t) 

Ôt  ôz? (1) 
qui coïncide avec la fonction donnée u, (x) pour { — 0. L’interpré- 
tation physique du problème posé consiste à déterminer la tempé- 
rature du continu homogène unidimansionnel (d’une barre infinio) 
à tout instant { => 0 si l’on connaît sa température à l'instant { = O0. 
Faisons les supposltions suivantes: 

4) les fonctions u (x, t), u, (x, t), u.,, (x, {) sont continues et 
absolument intégrables en x pour —00 «<< z<Z oo et pour tout 
1> 0 fixe; 
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2) la fonction u, (x, {) admet, dans tout intervalle 0 St T, 
un majorant intégrable: 


lu(s DID) | o(az< 0. 
Appliquons à l'équation (1) la transformation de Fourier en la mul- 


tipliant par e-itx et en intégrant ensuite en z de —oo à co. En vertu 
de la condition 2), de 11.45a et de 11.47a, on peut écrire 


| us (x, the 9x dx = _. Â u(z,the-tsdr=u (0, t), 
où ne . 
v(o,{)=— Î u(x,t)e-i0x dx 


est la transformée de Fourier de la solution cherchée u (x, t). D'après 
la condition 1) et la formule 15.25(1), on a 


F lu, (x, )] = —0°F [u] _— — o°v (a, t). 
Nous aboutissons à l'équation différentielle ordinaire 
Ve (a, ©) = —ofv (o, à) 


dont on doit trouver une solution qui coïncide, pour { = 0, avec 


Vo(o) = F'[uo(x)] = | uo(x) ei dx. 
La solution cherchés a, évidemment, la forme 
vu(o,t)=es"ty (o). 
Nous savons (cf. 15.32 où l’on doit poser a = 1/(4t)) que 


e-"t=F == VER ne) | 


D'après la formule pour la transformée de Fourier d'un produit de 
conVolution (15.33(2)), nous avons 


v(o,1)= F[: De +] F [uol= F Et eus @)]. 


et, comme v (o, t) = Fu (x, t)], nous aboutissons à 


1 


_ = _e 
=" Fous | < KE uo (z—E) dE. 


u (zx, t)= 
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La formuie obtenue s'appelle intégrale de Poisson. Dans la théorle 
des équations aux dérivées partielles, on démontre l'unicité de la 
solution ci-dessus dans une vaste classe de fonctions [11]. 
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15.41. Soit o (x) nne fonction donnée pour —00 << z << 00 qui 
est continue par morceaux et qui devient absolument intégrable 
après l'avoir multipliée par e-Y* avec un y réel. Alors la transformée 
de Fourier de la fonction @ (x) qui n'existe forcément pas au sens 
initial de ce terme peut s'avérer existante pour certains s complexes ; 
en particulier, 

pG)= | pierre | q{x)e-isser as 
existe sur la droite t = —y. Nous voyons que, sur cette droite, 4 (s) 
est la transformée de Fourier de la fonction absolument intégrable 
p (x) exT. 

Le pius important cas se réallse en l'occurrence dans les condi- 
tions 


Ip(x)| << Ce pour z>0, | 


p(z)=0 pour z<<(. (4) 
Ici la transformée de Fourier 
p(s) “| p(r)ente-iso dr = | q(x) 6° dz (2) 
Ô 


existe pour tout t << —@, i.e. dans le demi-plan de la varlable com- 
plexe s — © + it au-dessous de ia droite rt = —a. Effectuons dans 
la formule (2) le changement de variable is = p. Lorsque s parcourt 


le demi-plan Im s << —a, p parcourt ie demi-plan Rep >a. La 


fonction ; 


D(p)= D) [p(x)e "az 
e 


est définie et analytique dans le demi-plan Re p > a; sur toute 
droite verticale de ce demi-plan elle tend vers zéro lorsque 
Im p — -Loo, cette convergence étant uniforme sur tout intervalle 
fermé fini des valeurs Re p. En outre, dans le demi-plan Re p > «& 
on a l'estimation suivante pour la fonction @ (p) (p = Ë + in): 


lDtp)I< Flptate-trasc € [as-tr de = € 


E—a 
LD 


16—2286 
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Il en résulte que la fonction ® (p) est bornée dans tout demi-plan 
Re p > B >> a et qu'elle tend vers zéro lorsque E —+ oo. 

La fonction ® (p) s'appelle transformée de Laplace de la fonction 
p (x). Nous voyons que la transformation de Laplace ne diffère de 
celle de Fourier (considérée dans le domaine complexe) que par une 
rotation de 90° dans le plan de la variable complexe. 


15.42.a. Le théorème simple suivant fournit les conditions 
suffisantes (mais qui sont loin d'être nécessaires) pour qu'une fonction 
® (p) donnée soit la transformée de Laplace d'une fonction (x) 
vérifiant les conditions 15.41(1). 


Théorème. Soit D (p) (p — E + in) une fonction satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

4) elle est analytique dans un demi-plan Re p > Yo > 0; 

2) il existe une constante Cet une fonction B (n) positive intégrable 
sur l'axe — 00 << n << oo telles que, pour tous les Ë => Yo, on ait 
l'estimation 


Jp) —+]<B (n). 


Alors © (p) est la transformée de Laplace d'une fonction q (x) continue 
par morceaux qui est nulle pour x << 0, continue pour x >> 0 et vérifie 
l'inégalité 

| px) | << Ceres 


pour zx => 0. 

Démonstration. La fonction C/p est évidemment la 
transformée de Laplace de la fonction q, (x) qui vaut O pour zx < 0 
et C pour zx >> 0. La fonction mp; (x) satisfait aux exigences du théo- 
rème. En la séparant nous pouvons supposer que la fonction ® (p) 
elle-même vérifie, pour Ë => Yo, l'inégalité 


[D (P)1< B (n). 
Dans ce cas, nous définissons la fonction @ (x) par la formule 
yo 
PO | CUe*dp (>). (1) 


T-i 


En utilisant la formule de Cauchy (de manière analogue à 15.26b) 
et en se basant sur les propriétés 1), 2) il est aisé de prouver que 
l'intégrale (1) ne dépend pas de y. Par ailleurs, on a l'estimation 


ptet [IDE+mIen ane ex. 
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Pour z>>0, en faisant tendre y vers y, On a 
lp (x)|<Cevez; 


pour z << 0, en faisant tendre + vers 4-00, on a q (x) =0. 
Si l'on met la formule (1) sous la forme 


EE 
œ CEE j D (E + in) Hi dq = + — j D (E + in) ex dn, 


on voir que 2np (—x) etx est la transformée de Fourier, par rappcri 
à la variable n, de la fonction absolument intégrable ® (E + in) 
(ë fixe). D'apres la formule d'inversion, on a 


DE + in) = Î np (— x) eE-HNs dr = f p(zie-Pax, (2) 


de sorte que ®D (E + in) est effectivement la transformée de Laplace 
de la fonction q (x). 

La formule (1) joue un rôle important dans la théorie de la trans- 
formation de Laplace ; elle s'appelle formule d’inversion de Laplace. 

b. Voyons quelles sout les conditions à imposer à la fonction 
(x) pour que sa transformée de Laplace vérifie l'hypothèse du 
théorème a. Supposons que (x) soit m — 1 fois continüment déri- 
vable et possède la dérivée m-ième continue par morceaux, ces déri- 
vées satisfaisant aux conditions 15.41(1). Alors, en intégrant l'égalité 
(2) m fois par parties nous obtenons, pour £ = Rep > y> a: 


= 1 em) — Pz KR 
Io=| | po (Der de|< 
C (of 
= — Ur LC ——— — 3 
[Em PE © nn se 
Nous voyons que l’hypothèse du théorème a est vérifiée si m : 2. 
Donc, l'existence de la dérivée seconde continue par morceaux de 
la fonction q (x) garantit que l'hypothèse du théorème a soit vérifiée. 


15.43. La transformation de Laplace aide souvent à résoudre 
les équations différentielles, ordinaires ou aux dérivées partielles, 
qui correspondent à des systèmes non stationnaires: dans de tels 
problèmes, la fonction inconnue j (t) est nulle pour & << O0 et, pour 
{>> 0, doit satisfaire à une équation et à certaines conditions initia- 
les pour { = 0. 

Considérons d’abord une équation différentielle linéaire à coeffi- 
cients constants 


ao” (0 + ag (8) +... + any (0) = b(E) (1) 
16° 
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complétée par les valeurs données 
y (0) = Yo: 
y (0) =y, (2) 


ÿ9 (0) = Yn-v 


B(t) vériliant les conditions 15.41(1). Multipiions l'équation (1) 
par e-"* et intégrons en { de O à co. Désignons par 


Y(p}= fruerta 


la transformée de Laplace de la fonction y (t). Alors, en intégrant 
par parties, nous trouvons 


Î y'()e Pl dt =y(t}e-r! + | y(t)erldt= 


= —ÿo+ PŸY (p), 


Î fOesta=y (Der | +p Î y (ter! dt = 


= —Y+P(—%+PY (p)) = 
= —Yi—Pyo + pP'Y (p), 


per (et dt = y (perf + 


+p Î pin} (t)e-Pt dt = 


= — Yn-1 + P(— Yn-2 — PYn-a—: a 
..— P" yo + p'Y (p)) = 
= —Ynn —PYn2 —... 
s. —Pyo+ P'Y (p). 


En multipliant chacune des équations (3) par le coefficient a, corres- 
pondaut et en additionnant nous avons l'équation de la forma 


Ro) + RG) Y ) = B(), 


où Ro (p) est un polynôme en p de degré au plus égal à rz — 1, R (p) 
un polynôme en p de degré », B (p) la transformée de Laplace de la 
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fonction b (t). Pour la fonction inconnue Ÿ (p), on obtient ainsi 
une équation purement algébrique. En la résolvant on trouve 


B(p)}—R 
Y (p}= 22=F00), 


(p) 
La fonction en vériie l’hypothèæ du théorème 15.42a; 
notamment, si l'on pose 
— |; PRo (P) 
CN IT) DE 
alors 
Ro(p)__C __ PRo(p)— CR(r) 
À (p) P PR (p) 


est une fraction rationnelle en p, le degré nr + 1 du dénominateur 
dépassant d’au moins deux unités celui du numérateur car, en vertu 
de la définition de €, les termes de degré r du numérateur se réduisent. 

Quant à la fonction ee * elle vérifie ou non l’hypothèse du théorè- 
me 15.42a ; cela dépend de la nature de la fonction B (p). Si le degré 
du polynôme À (p) est supérieur à 1, il suffit pour cela, B (p) étant 
bornée, que la fonction b (f) satisfasse aux conditions 15.41(1) : si 
le degré de À (p) est 1, alors l'inégalité 15.42(3) montre qu'il suffit 
que la fonction b (£f) possède la dérivée continue par morceaux satis- 
faisant avec b ({) aux conditions 15.41(1). 


Si la fonction Fe vérifie également l’hypothèse du théorème 


45.42a, alors en l'appliquant nous avons pour la solution y (r) 
la formule 


Pico 
She B(p)— Ro(p) ,pt 

VOS | ro dp. (4) 
Si la fonction B (p) est analytiquement prolongeable dans tout le 
plan des p (avec des singularités isolées), alors on calcule d'ordinaire 
l'intégrale (4) à l'aide de l'intégration le long d’un contour et de la 
théorie des résidus, comme nous l'avons fait en calculant l'intégrale 
de Fourier de fonctions rationnelles. Remarquons que, pour {> 0, 
la fonction e?' est bornée dans le demi-plan à gauche (Re p < y) 
et ne l’est pas dans l’autre demi-plan; il faut donc construire les 
demi-circonférences faisant partie du contour à gauche de la droiie 
Re p = y, et non à droite. En tant que y on peut choisir n'importe 
quel nombre, pourvu que toutes les singularités de la fonction À (p) 
soient à gauche de la droite Re p = Ÿ. 


Re Exemple. Considérons une équation du deuxième 
ordre 


af" + ay + ay = bsinkt, y =0, y =0 
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dont les racines caractéristiques (13.17) sont les nombres complexes 
conjugués (uon réels) À = & + if, À = œ — if, où a < 0. 

En électricité, une telle équation décrit les oscillations forcées 
dans un circuit contenant une résistance, une self et une capacité 


et soumis à une f.6.m. de fréquence #. Le passage à la transformée 
de Laplace amène à l'équation 


. C : 2 bk 
(aop* + dpP + a) Y (P) + b sin kte Pldt = HEpr* 


En la résolvant on trouve 
bk 
ACTE TT ECTS) 
D'après la formule d'inversion, on a 
Y+io 
ist | e°E 
y Enr de (op? + ap +02) (RS PS) 
Posons 
f{ EE  —_— 
PI GopE + GP +82 + 
Le dénominateur possède quatre racines simples aux points +ik 
et æœ+ ip. En tant que ÿ on peut choisir 
n'importe quel nombre positif. Pour cal- 
culer l'intégrale, complétons la droite 
Re p = y par une demi-circonférence de rayon 
suffisamment grand dans le demi-plan à gau- 
che (fig. 15.2); alors on a, d'après le théo- 
rème des résidus 10.43 : 


y (€) = bk (Resf (P) [pin + Res f (p) |p==in + 
+ Res / (P)Ip=a+19 + Res f (p)|p=a -18}- 


Chaque résidu est calculé selon la formule 
générale 10.42(1) pour les pôles simples: 


À (p) — A (po) 
Res le E (Po * 


Fig. 15.2, 


Définitivement, on a 


bk eta+iB)! etæ-18}1 
y = Rens 2ibao (424 k2) pag 
it e-iht 


TT Take) uk (acute) J° 
Le processus résultant est la superposition d’une oscillation périodi- 
que dont la fréquence est celle de La force extérieure et d’une oscilla- 
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tion amortie dont la fréquence est la fréquence propre du système ; 
la vitesse d'amortissement est déterminée par la quantité «&, i.e. 
par l’abscisse des racines caractéristiques. 
Pour œ = 0, B = k, on a une résonance. L'équation initiale 
prend la forme 
y” + ky = b sin kt 
avec pour solution 


bk Gr ent dp 
= TETE 
P— lo 
Les poinis p = +ik sont les pôles de multiplicité 2 do la fonction 


sous le signe somme. En calculant les résidus d'après la formule 
10.42(2) on trouve 


y (0) = dk | e'* (+) + ec ( --26)]- 
ot 


Bb: 
= SE cos kt 5 Sul kt, 


ce qui représente une oscillation d'amplitude indéfiniment crois- 
sante. 


15.45. Les mêmes méthodes s'appliquent aux équations aux 
dérivées partielles. 

Si l’on applique la transformation de Laplace, une équation 
différentielle ordinaire se transforme en une éqnation algébrique 
par rapport à la fonction inconnue, tandis qu'une équation contenant 


les dérivées non Seulement en {, mais aussi en zx, y, ..., ne ren- 
ferme plus de dérlvées en £, les dérivées en x, y, . . . étant conservées. 
En tant qu'exemple, considérons l'équation de la chaleur du _ ou dans 

| dt dr? 


un intervalle fini 0 & z & { avec les conditions u, (0, t) = 0, u (l, 1) = u, 
u (x, 0) = 9. Du point de vue ph Ique, cela veut dire que la chaleur ne s'écou- 
Lo pas par l'extrémité r = 0, qu'à l'extréinité x = lon malntient la température 
constante u, par uu apport de chaleur de l'extérieur (pour £ => 0) et qu'à l'instant 
initial la température est constante et vaut vo. 

Appliquons la transformation de Laplace en 1, i.e. passons de [a fonction 
u (x, t) à la fonction 


v(z, P)= Î e”Plu (x, t)dt. 
0 
Pour &(r, p), nous obtenons l'équation 
d'y (x, _p) 
— ge" PU(E, p}= —U 


avec le3 conditions 


Ve (0, p}=0, v' (il, 2) =" : 
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Cette équetion du 2-lème ordre e pour solution 


_ 40 y 1 U9 chz Vp 
v(z, P) P Fer DIV 


d'où 
v+le = 
= os, Ha pt chz V/? dp : 4 
ROTH Zn JT hIVr P s 


La fonction sous lo algno somme est une fonction univoque de g avec les pôles 


2 
po =0 ot Pn= + (n—+) (n—=1,2, ...). Nous montrerons que l'intégrale 


Fig. 15.3. Fig. 15.4. 


est le à la somme (iafinle) des résidus de la fonction correspondante en tous 
ces pôles. Pour la falre, considérons dans [a demi-plan À gauche la derml-circon- 
férence T, centrée À l'origine des coordonnées et de rayon n?x2/l2 (ñg- 15.3}; 
ello passe entre doux pôles volslns, at nous montrerous que la rapport 


ns Vr, Vr est borné sur toute la demi-circonférence ; alors, on vertu du lemme 


ch P 
de Jordan 11.324, l'intégrale sur l, tendra vers zéro pour n->, et toute 
l'intégrale (1) so réduira, comme d'ordinaire, à la somme des résidus. 


Au lien de considérer le rapport haVr sur la demi-circonférence rh 
chi Vr 


où | p}=nin?/l3, on peut remplacer V? par &, p par L? et considérer le rapport 
SE sur lo quart da \a circonférence L, de rayon nx/l et avec l'angle 


rer qui varie de x/4 à 3x/4 (fig. 15.4). Posons £ —=E<+ix, nous avons +t > 0, 
jEl<Ttet 


chzx£ [2 _|chzr(E+it) f= ch z£ cos zt+ishzEsinxt|2. 
chi |  'chrGŒ +) | | ChiËcosir Fish Æsaiuit 


ch1z£ cos? z1t + 8h? rE sin? IT ch? & e 

” ch LÆ cost IT + 8h IE sin It ch? IE cos? it + ah? ZE sin {T° ) 

Si [E|<6, alors nous avons LT nn/l|<< 8 sur la circonférence L, pour n 
suffisamment grand, donc cos? {t< 1—1n, où e, n sont arbitralrement petits; 
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per conséquent, 


ch z% F< CRE .” 
ch | SU=DChE 10 | 
Si [E| > 8, alors nous remplaçons dans le a du dernier membro 
de (2) ch?4£ par sh21E on obtenant 
chr£ (2 _ch®le à ss 
chit Le ah2 lé =coth1I£ < vcoth 16. (4) 
11 résulte de (3) et (4) que le rapport Le Vr est borné sur les circouférences 
c 


mentionnées par une constante fixo. Donc, nine nous l'avons déjà dit, l’inté- 
grale se réduit à le des résidus. Le résidu eu pôla p=0 vaut 1, 


résidu au pôlo m=—- (n—+) est égal, on le calculera aisément, 6 
ons et se 
nn—T) ‘ 


2 l 


En fin de compte, nous obtanons la solutlon sous la forme de Îla somme d'une 
série : 


—4lyn (se t 
u (z, jai on, dE D cos (5) +. 


ni 


$ 15.5 *. Classes quasi analytiques de fonctions 


{5.01. La transformation de Laplace s'applique avec succès 
à des problèmes d'ordre théorique. Le théorème fondamental de la 
théorie des classes quasi analytiques de fonctions en est un exem- 
ple *). 

On sait qu'une fonction f (x) d'une variable réelle x, si elle est 
indéfiniment dérivable au voisinage d'un point xs, n'est pas 
nécessairement analytique, i-e. ne se développe pas forcément en 
une série de Taylor au voisinage de ce point. Mais si les dérivées suc- 
cessi ves de la fonction f (x) ne croissent pas trop rapidement, notam- 
ment satisfont aux conditions 

max |" (z)|<CMn!, (1) 
Ix-x01 <6 
alors, comme nous l'avons vu dans 8.52, la fonction f (x) est analy- 
tique au voisinage du point Zo. 

En appliquant la formule de Cauchy 10.34(1) pour les dérivées 
d'une fonction analytique on peut prouver facilement que, inverse- 
ment, l'analyticité d'une fonction f (x) au voisinage d'un point x 
entraîne les inégalités (1). Soit mo, m1, . .., MA, ... une suite 
quelconque de nombres positifs. Introduisons la classe Cemn des 
fonctions f (x) définies sur l'axe —00 << x <Z © et vérifiant les 


+) D'après (6). 
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inégalités 
HP G)l<CM'mn (n=0, 1, 2, ...), 


où les constantes € et M peuvent dépendre du choix de la fonction 
1 (x). Si les nombres m, croissent plus rapidement que n!, alors 
la classe Céemn> peut contenir aussi bien des fonctions non analyti- 
ques. Cependant, Denjoy a montré en 1921 qu'il existe des classes 
Cimns contenant des fonctions non analytiques mais possédant tout 
de môme la propriété d'unicité : si deux fonctions f (x) et g (x) contenues 
dans la classe Cimns Coïncident en un point xo, de même que toutes 
leurs dérivées respectives, alors elles sont identiques. Pour les fonctions 
analvtiques, cette propriété est bien connue (elle résulte de 10.39e). 


19.52, Les classes CA, dans lesquelles la coïncidence de deux 
fonctions et de leurs dérivées respectives de tous les ordres en un 
point implique l'identité de ces fonctions sont appelées classes quasi 
analytiques. En 1926, Carleman donne la description complète des 
classes quasi analytiques ; en 1930, Ostrovski propose un énoncé plus 
simple. Pour comprendre l'énoncé du théorème de Carleman-Ostrov- 
ski. il nous faut accomplir quelques constructions préalables. Nous 
supposons que la suite m, croît pour r7 —> oo plus rapidement que 
Loute fonction de la forme r”, où r >> O0 (un peu plus bas nous mon- 
trerons que dans le cas contraire le problème est très simple). Alors, 
pour tout r => O, la suite r"/m, tend vers O lorsque n —+ 00, donc est 
bornée. Dans ce qui suit, le rôle principal échoit à la fonction 


, re 

T (r) sup RÉ 
La fonction T (r) admet une interprétation géométrique utile. 
Considérons, dans le demi-plan à droite du plan des x, y, la suite 
des points de coordonnées x, = nr, y, = —ln m, (points de Valiron). 
Comme r'/m, — 0 pour nr —+ 0, on a nrinr—lnm,—>—o de 
sorte que, quels que soient r et b => 0, il n'y a qu'un nombre fini 

do points de Valiron vérifiant l'inégalité 


ninr — ]n m, > b. (1) 
À l'équation z In r + y = b ou 
y = —xzinr+b 


il correspond, dans le demi-plan à droite des x, y, une demi-droite 
de coefficient angulaire —In r qui coupe l'axe des y au point b. 
L'inégalité (1) montre qu’au-dessus d'une telle demi-droite il n'y 
a qu'un nombre fini de points de Valiron. Par conséquent. pour 
tout r on peut trouver un b = b (r) tel qu'aucun point de Valiron 
ne Se trouve au-dessus de la droite 


y = —zlnr + pb (r), 
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tandis que sur la droile même il en existe au moins un (fig. 15.5). 
Une telle demi-droite sera appelée demi-droite de Valiron. 
Pour tous b = b (r) et nr, nous avons par construction 


—ninr+bN>—-Ilnm,, 
de sorle que 


b(r)>sup{rinr—îln Mn} = SUP In. (2) 


Or, étant donné que l'inégalité (2) devient l'égalité pour au 
moins un numéro 7, nous avons en fait 


br) =suplo | 


donc 
b)=InT (r). (3) 


L'interprétation géométrique de la fonction In T (r) nous aidera 
à établir certaines de ses propriétés. Tout d’abord, il résulte de la 
définilion de la fonction b (r) que b (r) 
est une fonction croissante de r: si, pour Ÿ 
ra >rn, On avait D (r3) << b (r:), alors #4» 
touLe la demi-droite y = —zlnr,+ b (r,) 
passerait au-dessous de la demi-droite 
y = —xinr, + b (r), co qui contredi- 
rait le fait que celle-ci porte au moins 
un point de Valiron. Ensuite, ou peut 
toujours construire une demi-droite de 
Valirou d'après la valeur donnée de b 
(> inf b(r)), en considérant la famille 
de Loutes les demi-droites coupant l'axe 
des ordonnées au point b et en raison- | 
ant comme ci-dessus. Cela veut dire Fig. 15.5. 
que la fonction croissante b (r}=In T (r) 
prend toutes les valeurs (> inf b (r)), donc est continue (5.36). (On 
pourrail également prouver qu'elle est une fonction linéaire par 
morceaux de Inr, mais on n'en a pas besoin.) 

Nous sommes maintenant en mesure de donner l'énoncé d'Ostrov- 
ski du théorème de Carleman : 


Théorème. Posons 


T (r) =sup 
n>0 


rn 
Mn 2 


() 


Alors, pour que la classe Cin,n, soit quasi analytique, il faut et il suffit 
que 
[D dre o0. (5) 
t 
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Soit, par exemple, m, = (nl)*, où « est fixe. Alors il est aisé 
de voir, en se servant de la formule de Stirling 41.57b, que 


T (r) = ra 


et que l'intégrale (5) converge donc pour « >> 1 et diverge pour 
a < 1. Il résulte alors du théorème de Carleman que la classe 
C mue) 6St quasi analytique pour & < 1 (comme nous l'avons vu 
plus baut, elle est même formée de fonctions analytiques) et ne 
l'est pas pour & >> 1. 

Il existe des classes quasi analytiques comprenant entre autres des 
fonctions non seulement analyliques. On peut prouver que la fonction 


. 


f(x) = Y T-1(n) cos nz appartient à la classe Cemn> et n'est pas 
analytique si ÿ/ mA/n —+ 00 ; donc, pour mr, = nlin"n par exemple, 
la classe quasi analytique Cm, renferme des fonctions non analy- 
tiques. 


15.53. Dans ce qui suit (15.53-15.56) nous démontrons le théorème 
de Carleman-Ostrovski énoncé dans 15.52. 

Dans le présent numéro, en utilisant la transformation de Laplace 
nous réduisons le problème de caractérisation des classes quasi analy- 
tiques à un problème sur les fonctions analytiques dans un demi-plan. 

Supposons que la classe Cm, ne soit pas quasi analytique. 
Cela signifie qu'il y existe deux fonctions / (x) et g (x) qui coïncident, 
de même que leurs dérivées respectives, en x — Z9, sans coincider 
partout. Sans restreindre la généralité, on peut poser zo = 0 et 
f (x) se g (x) pour x >> 0; on peut toujours satisfaire à ces conditions 
en faisant une translation et en remplaçant x par —x, c’est-à-dire 
en effectuant les opérations réalisables dans la classe Cm. Con- 
sidérons ensuite la fonction œ (x) qui est nulle pour x << 0 et f (x) — 
— g(x) pour x >0; il est évident qu’elle appartient également 
à la classe Cimne Comme cette fonction est nulle pour x << 0 
et bornée pour x >> 0, elle possède uno transformée de Laplace 


O(p)= | p(x)e ?* dx (1) 


nd 
qui est analylique dans le demi-plan Re p >> 0. 

Dégageons quelques autres propriétés de la fonction © (p). 
En intégrant nr fois par parties dans (4) nous obtenons 


p'@ (p)= | gi" (z)e"P*dz, 
d'où l'estimation 


|P°O (p)l< CM'mn | e dr = CM Mn n <C,M°m 
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pour |p | >> y >> 0. Inversement, soit ® (p) = 0 une fonction analy- 
tique donnée dans un demi-plan quelconque Re p => Yo >> 0 et satis- 
faisant aux inégalités de la forme 

|Pp'O (b)I<CMTmn (n=0, 1, 2,...). 


Il est évident que ® (p}/p* vérifie l'hypothèse du théorème 15.424 ; 
en tant que majorant intégrable exigé par la condition 2), on peut 


choisir, par exemple, Co PT En vertu du théorème cité, 


la fonction définie par l'égalité (y => o) 


i hic œ 
pa)=-— TEL 6° dp (2) 
ÿ—< T0 
est nulle pour x<<0. Puisque ®(p)#0, nous avons encore 


p (x) 5% 0 pour z>0. De plus, p(x) a les dérivées de tous les 
ordres et on a 


(&) et [TT ET LP (p— yo" eme dp| < 
y-is 
CM'm P—%Yo |" ld] C | dp j 
- Ên = 2 | 2 | |r®| 57 M'mn T ds C'M'ma. 
VIe 100 


Nous voyons que œ (x) e-v* appartient à la classe Cimn. Comme 
p (x) = 0 pour rx << 0 et p (x) = 0, la classe Cem,, n'est pas quasi 
analytique. Donc, le problème de la quasi-analyticité d'une classe 
Cimn> donnée est équivalent au problème de l'existence d'une fonction 
D (p) = 0 analytique’ dans le demi-plan Re p > Yo et vérifiant les 
inégalités 
|PrO(P)I<CM"mn (n=0, 1,2, ...) 

(« problème de Watson»). 

15.54. Par l'inversion p = 2Ws, le demi-plan Rep:=> #7 est 
transformé en le cercle | s — 1 | << {, et le problème de Watson cst 
réduit au problème suivant : quelles sont les conditions à imposer à 


une suite m, pour qu'il existe dans le cercle | s — 1 | << 1 une fonc- 
tion analytique F (s) sé O vérifiant les inégalités 


LF(s)L<CMmalsl” ? (1) 
Par exemple, il n'existe pas de telle fonction si m1 & C:rÿ pour 
une suite r,, ra, - - . de numéros, En effet, si 
FO LECM"Cra| sl" = CC, (Mr st)" (R—= 7, Pa ..), 


alors en choisissant | s | << 1/(Mfr5) et en passant à la limite pour 
na —+ 00, on à F (s) == O contrairement à la supposition. Ainsi, avec 
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les suppositions faites sur la suite m,, la classe Cm, est quasi 
analytique. Par ailleurs, dans le présent cas nous avons 


T (r)= sup == © our r => y 
n in 


et la condition (1) est évidemment remplie. Comme nous l'avons 
dit dans 15.52, en cas de my, < Cirk (k = 1, 2, . . .) le problème 
est bien simple. 

Revenons au cas général et supposons qu'il existe une fonction 
F (s) vérifiant les conditions demandées. On peut trouver un p tel 
que F(p #0, | F(p + pe'8) | < 1 pour tous les 8 réels et que la 
fonction F (s) a sur la circonférence s = p + pei® un seul zéro pour 
s — 0. Toutes les constructions ultérieures sont réalisées dans le 
cercle | s —- p | < p. En vertu des inégalités (1), on a 


2p cos |". 


En minimisant en r ie deuxième membre, on obtient 


LF(b+peñ)|<CM'map"| 1 +e8 | = CM'mn 


C 
1 


(7 
2p cos DE 


LF (p+peit)|< 
max 


n 
 Mnmn 


et, d'après ia définition de ia fonction T (r): 
C 


LFPHRN << + ——;: 
F 8 
2Mp ma) 
d'où 
InlF (p+pet)|<in C—InT f——"— —\,. 
2Mp| cos | 


Dans la théorie des fonctions analytiques il y a le théorème sui- 
vant (sa démonstration sera exposée dans 15.56): si une fonction 
D (2) est analytique dans le cercle | — 20 |<<k, nest pas nulle 
pour Zz2 = 20, ne dépasse pas en module l'unité, est continue dans le 
cercle fermé |z2—2|<h et possède un seul zéro sur la circonférence 
|z — 20 | = À, alors l'intégrale 

2n 


— | 110 (4 Ref) | 48 


a une valeur jinie. 
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En appliquant ce théorème à la fonction ® (2) — F (2) on voit 
que la fonction 


nT — 
2MPp 


cos | 


ns 


possède elle aussi une intégrale finie par rapport à 6 de zéro à 2n. 
Si l'on fait la substitution 


) l 
2Mp|cos 7|=+ 
on aboutit à la convergence de l'intégrale 


j In  - 
r Tes 


donc aussi de l'intégrale 


C Inr 
fr dr. (2) 


Définitivement, si la classe Cémn) n'est Pas quasi analytique, alors 
l'intégrale (2) converge. Ceci démontre la suffisance de la condition 
de Carleman dans 15.52. 


15.55. En abordant la démonstration de la nécessité de la con- 


dition de Carleman supposons que l'intégrale 15.54(2) converge. 
I1 en est alors de même de l'intégrale 


2x 


InT (ex 2) d0 


donc on peut construire l'intégrale de Poisson 


G (rei®) — hf Gas) nr 
| — pre 


qui est une fonction harmonique dans Je cercle r << 1. Posons 
G(s—1) — P(s) et désignons par Q(s) la fonction harmonique 
conjuguée (14.49c) dans le cercle | s — 1 | << 1. Soit, ensuite, 


F (s) = e—lP(s)-HQ1s)), 
Alors la fonction F (s) vérifie les inégalités 
FOIS m sl (nn =0,1,2,... (1) 
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En effet, les inégalités (1) Sont équivalentes aux inégalités 
ePOEmMmals| (n=0, 1, 2,...) 
ou bien à 
—G(s)= —P(s+1)<lnmn+nin(s+1). (2) 


Les deux termes dans le dernier membre peuvent être représentés 
comme intégrales de Poisson 


21 
: ln mn (1—r1) 
mr = 7 | = SZ cos (Op rs 40 
Cal eD+11(1—r3) 
ninls+ii= x | Trees Ogre 


après quoi l'inégalité (2) qui est à démontrer s'écrit comme suit 
2x À | : 

In ÎT Ma |1+ ef = ——— 57 d0 > 0 (3) 
| { G ]) We | 4 —2r cos (0 —œ)+ r? 


Or 1+e1=2]cos +]; comme 


T(r)= 


on a, pour tout n pris à part, 
T(>—, T(nmr">i, 


donc la fonction sous le signe somme dans (3) est non négative. 
11 en résulte que l'inégalité (3) est juste; par conséquent, l'inégalité 
(1) l'est aussi, et la classe Cemn, 3 avère non quasi analytique d'après 
15.53. Cela achève la démonstration du théorème do Carleman. 


15.56. Ici nous démontrons le théorème utilisé dans 15.54, 


Théorème. Si une fonction f (z) est analytique dans un cercle 
[2 — 20 | << h, n'est pas nulle pour z = 25, ne dépasse pas en module 
le nombre À, est continue dans le cercle fermé | z — 25 | À et possède 
un seul zéro z* sur la circonférence | z — z0 | = hk, alors l'intégrale 


ên 


— | 1n 1 (au het) 49 


est finie. 


£ 15.5. CLASSES QUASI ANALYTIQUES DE FONCTIONS 257 


Démonstration. Sans rostreindre la généralité on peut 
poser 20 = 0, k = 1, z* = 1. Dans le cercle | z | < r << 1 la fonc- 
tion f (z) est analytique et ne peut y avoir qu'un nombre fini de 


ZÉTOS Zi, + « «+ 2m; On paut supposer qu'il n'y ait pas de zéros sur la 
circonférence |z|—=7#r. Considérons le contour fermé € montré 
fig. 15.6 qui est composé par les arcs de la circonférence |z | =7r 


parcourue dans le sens positif, par 
les circonférences C4, (k = 1, 2,.,..m) 
de rayon très petit e parcourues dans 
le sens négatif et par les courbes L, = 
— {2}, 24] liant les arcs mentionnés et 
parcourues chacune deux fois dans les 
sens opposés. La fonction In f (z) est 
analytique à l'intérieur du contour €, 
et la valeur In /f (0) peut être repré- 
sentée par la formule de Cauchy: 


Inf(0)= 5 (inf(s) Æ. (1) 
C 


Considérons la partie du contour C Fig. 15.6. 
formée de la circonférence C; de 
rayon € et de centre au point z, qui est parcourue dans le sens négatif. 


La partie de l'intégrale (1) prise le long de la circonférence C, a la 
forme 


L teci8 d0 
2ni [inr@ 2j + ee | (2) 
J 
Si k; est la multiplicité de la racine z,, alors fG)=(G— 2)" fi (2), 
où f1(2) 20, et l'on a 


Ninf()1=fin (2) fi(l= 
—|k;in(z—2)+inf;()<k;linlz—2{+22|+ 
+[inf(1<klinel+C. 

En raison de cette estimation la fonction sous le signe somme dans (2) 


devient aussi petite que l'on veut pour e—+> 0; par conséquent, 
toutes les intégrales le long des circonférences C, tendent vers zéro 
lorsque e —+ 0. 

En contournant le point z, dans le sens négatif la fonction 
Inf(z) =ln|f(z) | + i arg f(z) augmente de —2nk,i; par consé- 
quent, l'intégrale le long de la partie du contour composée par le 
segment L; parcouru deux fois dans les sens opposés vaut 


k, | = k; (in 7; —ln sl. 
Ly 


17—2286 
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Sur chaque partie suivante de la circonférence | z [ — r, ia fonc- 
tion In f (2) augmente de —2nki, ce qui apporte à l'intégrale (1) la 
quantité 
1541 
k | 148 


qui est évidemment purement imaginaire. Ceci étant, séparons la 
partie réelle dans l'égalité (1) pour e + 0; nous obtenons: 


mn 2x 
If) Sésnlél+g [inl(re)1a 
Ji 
Or, puisque |z5[<<1, In|z;j|<<0, on a 
2n 
He | In 1 (re) d8 > In 7 (0) 


ou bion, ce qui revient au même 
l 2n 
—. Î In|f(rei®)| d8< —In|f(0)| 


Par hypothèse nous avons sur la circonférence | 3 | = 1 un seul 
zéro au point z* = 1. Choisissons un 6 => O0 quelconque; il est évi- 
dent que 

2-0 


2x 
+ | In | (re?) | d8< — | in|f(re)|d8< —In|f(0)|. 


En gardant 6 fixe passons à la limite, dans cette inégalité, pour r —+ 4. 
Nous avons 
2n-6 


_ | In | f (e%)| d3< —In| (0) |. 


Cette inégalité est valable pour tout 6 => 0. En passant à la limite 
pour 6 > 0 nous voyons que l'intégrale 


PAL 


x fief (148 


existe, Le théorème est démontré 
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Exercices 


1. Démontrer la convergence de i‘intégrale de Fourier 


Eu UE. ( ein pt 
FOSIUSS j p(z+t}—— dt 


en un point z au voisinage duquel ia fonction (x) est continue et monotone, 
ainei que sa convergence uniforme dans tout intervalle fermé intérieur à un 
intervalle de monotonise et de continuité de ® (x). 


2. Donner un exempie de fonction œ ( continue, possédent une intégrale 
de Fourier uniformément con vergente et telie que le fonction 


Ÿ (o)= | p(z)el*° dr 


n'est pas absolument intégreble sur —o << O << &. 
3. Donner un exemple de fonction œ (x) pour lequelle l'intégrele de Fourier 


œ p © 

; 1 ein pt 1 io(x À) 

lim + pt O SE di = lim j frote-da 
00 —p -œ® 


converge uniformément sur l'axe — 0 << z << ©, mais chacune des intégroles 


lim {omee-va}, ln j {J eœse-va} 


possède des points de divergence. 
4. Démontrer l’« égalité de Parseval s 


Î Let) Pao=2n | 1/(1Pa5, 


où g (0) est la transformée de Fourier d’une fonction f (x) vérifiant l'hypothèse 
A théorème 15.13 et de carré intégrable sur tout l'axe —œ << z << © (Planche- 
re LA 

5, Démontrer la « relation d'incertitude » 


J site. (orietoyrasz + 


en supposant que les fonetions 37 (x) et /' (x) vérifient l'hypothèse de l'exercice 
4 et que | Lf(&) l'dr = 1. 


6. Soit F (r) le transformée de Laplace d'une fonction f {1}. Trouver les trans- 
formées de Laplace des fonctions j, (t) = ecff{t), fat) = f'(t). 


t 
= | ra, hO=H0 5010 2. 
Ô 


17° 
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7. Trouver les transformées de Laplace des fonctions 


pi)=et; p(i)=#% l(x > 0); pa(t)=t2- eat; 
sin at 


qa(t)=sinat; ps()=cosat; pa(t)— 


8. Démontrer la formule d'inversion do Mellin : si 


F (s)= À f{z) rt l dz, 


alors 
€<+Hioo 


Fix) —. À F (s) z71 ds. 


C—iow 


Historique 


L'intégrale de Fourier apparaît pour la première fois dans le livre de Fourier 
« Théorie analytique de la chaleur » (1822) où elle est sppliqué aux plusiours 
problèmos de la physique mathématique. Les travaux de Fourier, de même que 
ceux de Cauchy qui utiiise i'intégrale de Fourier en étudiant ie propagation 
dos ondes (1842), ne contiennent aucune démonstration de la convergence ; les 
démonstrations rigourouses, dans de diverses hypothèses, apparaissent durent 
tout le XIXS slècio at représentent des modifications des démonstrations corres- 
pondantes de la convergence des séries de Fourier. La «transformation de 
Laplace » est dévoloppés par Laplace en 1812 dans la « Théorie analytique des 
probabilités »; d’ailleura Eulor considérait dès 1737 les intégrales de e-Pxf (z) 
paur résoudre dos équations différentielles ordinaires. Au tomps d'Euler et 
Laplace, il n'est point question d'utiliser ia transformation de Laplace dans le 
domaino complaxe. À partir do 1892 paraissent ies traveux de l'ingénieur 
anglals Hesviside qui trouvo, on interprétant d'après les règles introduites par 


lui-m4me les‘fanctions de p = _. {en dehors de ia classe des fonctions rationnei- 


les), les solutions de certains problèmes éicctrotechniques qui se réduisent à des 
équations aux dérivées partielles. Un certain temps, ie « calcul opérationnei à: 
de Heaviside reste sans fondement mathématique. À compter da 1910, Bromwich, 
puis Carson, Van der Poi, Doetsch, on appliquent La transformation de Laplace 
dans lo domaine compiexe, justifient les règies do Heaviside. Les travaux de 
Denjoy, Carleman, Ostrovski sur les classes quasi analytiques de fonctions sa 
rapportent aux aanécs 1920-1930. 

Lo progcès ultérieur dans la théorie de la transformation de Fourier est 
lié, d'uno part, avoc l’utilisation de l'intégrale de Lebesgue (et de celle de Lebos- 
gue-Stieltjes) ct, d'autre part, avec la théorie des distributions; en particulier, 
les distributions permettent de définir ia transformée de Fourier pour une fonc- 
tion indéfiniment croissante (pour | z | > æ)., À son tour, ce lait 58 trouve 
essentiel pour La résolution des problèmes fondamentaux de la théorie ties que 
cr naiss aux dérivées partieiles at à cuoffilcients coostants. Cf. |13], [15] 
et MOI. 


CHAPITRE 16 


Courbes gauches 


Le mathématique pure a pour objet 
les formes spatiales et ies rapparts 
quantitatifs du monde réel, donc une 
matière très concrèle. Que cetlo matié- 
re apparaisse souo une forme oxtré- 
mement abstrelte, ce fait ne peut 
mesquer que d'un voile superficiel 
son origine sltuée dens le monde exté- 
rieur, 

F. Engels 
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16.11. Par définition, une courbe L dans un espace n-dimension- 
nel R, est un lieu géométrique caractérisé par un système d'’équa- 
tions paramétriques 


T0), ..., Em = (0 (aLSIS b), (1) 
ou, ce qui revient au même, par une équation vectorielle 
z=z(t) (a<t< b). (2) 


Le vecteur x (£) s'appelle rayon vecteur de la courbe £Z. 

Les fonctions zx; (£) sont supposées continues et vérifiant cerlai- 
nes conditions de dérivabilité qui seront précisées dans la suite. 
Pour qu'un lieu géométrique (1) ait la forme habituelle d'une courbe, 
il ne suffit pas que les fonctions x; (£{) soient continues: il existe 
des systemes (1), avec les deuxièmes membres continus, pour lesquels 
le lieu géométrique correspondant représente tout l’espace RAR, (cf. 
exercice 9). Remarquons encore qu'une même courbe (i.e. un même 
lieu géométrique) peut être donnée par plusicurs systèmes diffé- 
rents (1); par exemple, pour —00 << f << ©, les systèmes 

ZT =rcos{t, y =rsint 
et 

= rcos(f), y = r sin (t?) 
définissent un même lieu géométrique dans le plan (x, y), à savoir 
la circonférence de rayon r centrée à l'origine des coordonnées. Nous 
verrons dans ce qui suit que le choix de la représentation paramétri- 


que convenable aide souvent à expliciter ies propriétés géométriques 
d’une courbe donnée. 
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16.12. Nous avous déjà vu un cas plus général où x (4) de l'équa- 
tion 16.1{(2) désignait un point d’un espace métrique dépendant 
d'un paramètre {; c'était une courbe dans un espace métrique. Dans 
12.614, pour le cas où les valeurs de la fonction x (f) appartiennent 
ù un espacc normé B, nous avons défini la dérivée de la fonction 
vectorielle x (4) en uu point £ = c: 

, =]; z(c+At)—z(c) 4 

€ (= in (1) 
si la limite dans le deuxième membre existe au sens de la métrique 
de l'espace B. Alors la fonction x (f) est dérivable au point t = c. 
Si la limite (1) existe pour tout € € [a, bl, alors la fonction x (t) 
est dérivable sur l'intervalle [a, b1. 

Nous allons étudier les fonctions dérivables à valeurs dans un 
espace m-dimensionnel, mais Certains résultats seront valables pour 
uil espace normé (de dimension infinie). 


16.13. Remarquons avant tout que puisque le passage à la limi- 
te dans un espace m-dimensionnel est équivalent au passage à la 
limite pour chaque coordonnée, la dérivabilité pour { = c de la 
fonction vectorielle x (t) = (x; (f), - . ., Tm (t)) au sens de 16.12(1) 
est équivalente à la dérivabilité de m fonctions numériques x, (£), . .. 

«., Tm ({) pour {t — c; de plus, on « 


z'(c) — (x (c), -.., Zn (c)) € Ame (2) 


Interprétons géométriquement la dérivabilité d’une fonction 
vectoriolle. On en a déjà parlé au début du chapitre 13; ici nous 
traitons la question indépendamment et plus en détail. 

La définition 16.12(1) de la dérivée peut être mise sous une forme 
équivalente 


At æmz(c+ At) — x(c) = x’ (c) At + e (6) At, (2) 


où le vecteur & ({) tend vers zéro pour At —+ 0. L'égalité (2) montre 
que l'accroissement de la fonction x (f) lorsque £ varie de c à c + At 
contient la partie linéaire principale 


Tf£) x’ (c) At. Un point avec { = c sera dit ordi- 

naire si z’'(c) #0 et singulier si x’ (c) — 

il TC) (1) =0 (cf. 9.63g). Pour un point ordinaire, 
f l'image géométrique correspondant à l'équa- 


tion linéaire z = x(c) + x’ (c) ({ — €) est 
la droite À passant par le point M = x(c) 
dans le sens du vecteur x’ (c) (fig. 16.1). Ainsi, 
l'écart d'un point de la courbe du point correspondant (i.e. pour la 
même valeur de {) de la droite A est un infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à Af. Pour cette raison, la droite A s'appelle 
tangente à la courbe L au point M. De la sorte, l'eristence d'une 


Fig. 168.1. 
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dérivée z' (c) non nulle est équivalente à l'existence d'une tangente à la 
courbe L au point M; le vecteur x’ (c) est un vecteur directeur de cette 
tangenlte. 


16.14. Voyons ce qui arrive à un vecteur directeur d’une tangente 
lorsqu'on passe, sur la courbe L, à un nouveau parametre +, de sorte 
que { = t (t) soit une fonction dérivable de +. Soient, en particulier, 

= t (y) et £” (y) 5 0. Alors nous posons x (4 (t)) = g (tr) et écrivons 


: Ar : Az .. At , , 
‘t)= lim == im lim—=xr (je (x | 
8 () at0 À at=0 Ôf 470 ÂT (F0 () 


d'après la règle de dérivation d'une fonction composée (12.61h). 

Donc, le nouveau vecteur directeur g’ (t) {+= a le même scus 
que l'ancien vecteur zx’ (4) et s'en déduit par la multiplication par 
{’ (rx). Aiusi, la longneur du vecteur directeur d'une tangente n’adniet 
aucune interprélation géométrique directe. Comine nous l'avons 
vu dans 13.11d, on peut attribuer au vecteur x’ (f) un sens cinémali- 
que ; si { est le temps, alors x’ (c) est la vitesse du mouvement du 
point x = zx (t) le long de la courbe ZL à l'instant 1 = c. 


16.15. Introduisons, enfin, la notion de différentielle d'une fonc- 
tion vectorielle x (1). Le vecteur dr = x’ (c) dt, où dt = At est un 
accroissement arbitraire du paramètre !, s'appelle différentielle de 
la fonction vectorielle x (t) pour { = c. La différentielle d'une fonction 
est donc la partie linéaire principale de son accroissement correspon- 
dant à un accroissement de la variable indépendante t. 

Comme plus haut, on a le théorème sur l'invariance de la diffé- 
rentielle : la différentielle d'une fonction a la même forme que t soit 
une variable indépendante ou une fonction d'une autre variable indé- 
perndante (dans le dernier cas, dt est la partie linéaire principale de 
l'accroissement de la fonction t (x)). En effet, si g (tx) — x Lt (x)], 
alors 


dt = g'(v)dt = ze) l (y) dr = x" (c) dt = dinx, 
ce qu'on affirmait. 


16.16. Intégration d'une fonction vectlo- 
rielle, Dans 12.62 nous avons défini cette opération pour les 
fonctions vectorielles à valeurs dans un espace normé B. On appelle 
iutégralo d'une fonction vectorielle x ({), a & t & b, à valeurs dans 
un ospace complet B, dans l'espace À, par exemple, la quantité 


n—i 


b 
(rod lim 5 z(b) A4, 


d(rr0 Al 


M=(a= 4h <h<t4<..s Ltn =0), An == Eng — ps 
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où il s'agit de la limite par rapport à la norme de l'espace B pour 
le morcellement illimité de lu partition II, i.e. pour 


d (I) = max At, — 0, 
L'existence de l'intégrale a été démontrée pour x ({) continue 


par morceaux. Les propriétés principales de l'intégrale sont indiquées 
dans 12.62c: 


b b 
1) faz(aæ=a (za pour tout æ& réel; 
a a 


b b b 
2) fr +vtia=(z0a+ (ya; 


ä) 


D À 


b b 
z(t)dt+ Î z(Ddt= | 2(#) dt a<c<b): 


b 
4) | {2 a]< max 12 (1 @— a). 
a<{<b 
Complétons-les par la formule d'intégration par parties 


b d 
5) fuwd@=utvté—f D (4) du (1). 


Ici u (t) est une fonction dérivable à valeurs dans l'espace B, 
v (?) une fonction numérique dérivable. La démonstration de la 
formule 5) est analogue à celle pour les fonctions numériques (9.51a). 


16.17. Dérivés d'ordre supérieur. 

a. Les dérivées d’ordre supérieur d'une fonction vectorielle zx (£) 
sont définies dans 12.64. La dérivée n-ième est, par définition, la 
dérivée première de la dérivée (nr — 1)-ième si cette dernière est une 
fonction dérivable pour a &<t< b. 

Dans ce qui suit, l'existence de ces dérivées sera toujours supposée. 

b. Voyons comment changent les fonctions vectorielles x, 
Z:1, . - . dorsqu'on remplace la variable indépendante { par une 
nouvelle variable indépendante +, { = t (x), où £ (rt) est une fonction 
suffisamment lisse de +. 


Nous avons déja vu (16.14) que les dérivées premières en { et 
en +t no diffèrent que par le facteur 


Lr —= «A PR 


$ 16.1. DÉFINITIONS DE BASE 265 


En dénvant cette égalité en + et en appliquant cucore une fois 
la formule de dérivation d'une fonction composée on trouve 


Lee = (tr) = (Bite) = (Zi) le + Tilee = Zuli + Titre. 

Nous voyons que le vecteur z:+, sans être en général colinéaire 
au vecteur z/1, 8e trouve dans le plan des vecteurs x; et z,,. Ainsi, 
le plan déterminé par les vecteurs x, et x,, ne dépend pas du choix 
du paramètre, bien que la position du vecteur x}; dans le plan change 
lorsqu'on passe à un nouveau para mètre. 

Dans le cas général, quel que soit n, le vecteur xŸ° appartient au 
sous-espace n-dimenstonnel engendré par les vecteurs x, Zi, . . ., 29. 
On le démontre par récurrence : en supposant la relation 


Li 
2 À afp (9 


on la dérive encore une fois par rapport à tv; on obtient 


ae = È ai + cn (T) + È ai ph (), 


de sorte que z{*” s'exprime linéairement Par æi, Tue, : - «+, 26, 
ce qu'il nous fallait. 
On pout dire que ce ne sont pas les vecteurs z,, rs, . . ., æi"”,. 


eux-mêmes qui ont un Sens géométrique, mais les variétés linéaires 
qu'ils engendrent. Ces variétés linéaires sont appelées sous-espaces 
osculateurs de dimension 1, 2, ..., n, ... (dans le cas où z;, 
Zee, - « .« sont linéairement indépendants). 

c. Si la fonction x ({) est n + 1 fois dérivable sur l'intervalle 
[a. b], alors la formule de Taylor (12.64 c) est vaiable: 


Az(tæ=z(t+At)—zx(t)— 
= 2" (Act (D GE +... +20 (EL. 


En y posant nr = 1, 2, .., et en utilisant |’ RATE pour @, 
de 12.64c nous aboutissons à une série de formules de plus en plus 
précises : 


(ann 


Az (t)=æ" (et) At+e; (4) At, (4) 
Az (= (9 A+ 2" (0 M 4e (9) (A0), (2) 
AY A 


Az (= 2". (0 At+ 2" (0) + 27 (0) D +es(E) (AI), (8) 


8 0 4 0 0 0 7 + + + 


16.18. Forme d'une courbe au voisinage d'un 
point ordinaire ou singulier. L'égalité 16,17(1) 
montre qu'une courbo L d'équation x = x (t) coincide, à un infini. 
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ment petit du premier ordre par rapport à Af près, avec sa tangente 
si z’ (t) 5 0. L'égalité 16.17(2) montre que la courbe £L se trouve, 
à un infiniment petit du deuxième ordre près, dans lo plan défini 
par los vecteurs x’ (£) et x’” (t); conformément à la définition 16.17b, 
ce plan (dans le cas où x’ (t) et x” ({) sont linéairement indépertdants) 
s'appelle plan osculateur à la courbe au point M. Si E, n sont les 
coordonnées dans le plan osculateur par rapport à la base zx’ (t), 
z'" (1)/2, alors nous obtenons à partir de 16.17(2) la représentation 
paramétrique de la courbe L à un infiniment petit du deuxième 
ordre près : 


E— A, n= (At}. 


Par conséqueul, avec la précision indiquée, la courbe ZL est une 
parnbole dans le plan osculateur avec n = Et? pour équation. 

Le sous-espace défini par les vecteurs z’(4), z'’(4)/2, z°°"(t)/6 
(eu cas de leur indépendance linéaire) s'appolle sous-espace osculateur 
tridimensionnel à la courbe L au point M (16.17b). On voït dans 
16,17(3)} que la courbe £L se trouve, à uu 
infiniment petit du troisième ordre près, 
dans son gous-espace osculateur tridinon- 
sionnel. Si Ë, n, & sont les coordonnées dans 
ce sous-cspaco par rapport à la base zx° (t)}, 
z'" (t)/2, x'°° (1)/6, alors on déduit de ja 
même égalité 16.17(3) la représentation 
paramétrique de la courbe Z à un infimi- 
ment petit du troisième ordre près: 


E— At, n=(At}, &= (At. 


File. 46.2 Nous obtenons une courbe gauche mon- 

Ponte trée fig. 16.2. Sa projection sur le plau des 

E, hest la parabole déjà considérée n = £°. Sa 

projection sur le plan des E, & est la courbe du troisièmo degré E—E° 

(vue à partir de l'extrémité du vecteur 5e (£)). Sa projection sur 

le piau des n, & est la parabole somi-cubique & —= n°/2 (vue à partir 
de l'extrémité du vecteur x’ (£)). 

Considérons à présent la courbe Z au voisinage d'un point singu- 


lier c, où x’ (c) = O0 mais z’°’ (c) Æ 0 et z” (c) 0. Lu formule de 
Taylor nous donne 


Az (c)= 5 z" (e) AM ++ 2" (c) AP + 63 (4) A4, 


Ainsi, à un infiniment petit du troisième ordre près, la courbe L 
se trouve dans lo plan défini par les vecteurs x” (c})/2, x” (c)/6 et 
a dans ce plan l'équation & = n°2. Si l'on garde les infiniment pe- 
tits du quatrième ordre, cela fournit le terme complémentaire 
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a" (e )A4S (pour zxfŸ (c)  Ü) qui montre que la courbe s'écarte 


du plan x”(c), x” (c) dans le demi-espace indiqué par le vecteur 
zlV (c) (fig. 16.3). Remarquons que, le signe de At$ étant constant, 
les deux branches de la pointe s'écartent du plan dans un mème 
demi-espace. 

Ainsi, en cas de singularité ce avec x’(c)=0, 1" (c) #0, 
z (c) + 0, Le point singulier M est un point de rebroussement. 


16.19. Longueur d’arc. La définition de la longueur 
d'arc d'une courbe x (?) est donnée dans 9.63. Nous allons reproduire 
cette définition et déduire la formule correspondante relativernent 
à la courbe dans un espace normé quel- ” 
conque. La longueur d'un arc de courbe z (0) 
est définie comme limite des longueurs 
des lignes polygonales inscrites lorsque 
la longueur de chaque segment dimi- 
nue indéfiniment. D'une façon plus 
exacte, soit 


I = {a -t4<u<...<t, = b} z°@ 

une partition de l'intervalle [a, b] sur Fig. 16.3. 

lequel est définie une fonction vecto- 

rielle x(t). À tout point €, il correspond sur la courbe un point 
M; = xz(t4). En joignant les points M, par les segments de droite 


uous avons une ligne polygonale La dont la longueur vaut 
ni 


2") 


2 | Ax, |. Supposons que la fonction x (t) soil continüment déri- 
i 


vable sur l'intervalle [a, b]. Alors 
lisa 
Axr = À z'(t)dt=z" (4) At te Ats, 
ke, 
où 
ttes 
1 , , 
e — ( [x ()—x (£1)] dé, 
é, 
[el<Sen—= max |x’(t)—2x"(t)]|. 
11—E)<d(IT) 
Vu la continuité uniforme de la fonction x’ (ft), cette quantité Lend 


vers Zéro pour un morcollement illimité de la partition 1. Nous 
avons donc l'estimation 


ni ni ni 
[2 fai À [x’ (4) At £< 2 Les | Ati Sen (b— a). 
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ni 
Or, la somme D |2’(4)}.\!; tend, pour un morcetlement iilimité 
1=û 


de la partition IT, vers lu limite 
b 
[is oder, (1) 


car la fonction numérique | x” (t) | est continue dès que la fonction 
vectorielle x’ ({) l'est. Il en résulte que la limite des longueurs des 
lignes polygonales inscrites existe et vaut l'intégrale (1). Notons que, 


n 
dans l'espace R,, nous avons |zx°(t) | — V Dix (0), ce qui 
ht 


correspond à la formule déjà vuo 9.63(5). Contrairement à cetLe for- 
mule, l'expression (1) est valable pour tout espace normé. 

Si l'on remplace b par £{ et { par +, on obtient l'expression pour 
la longueur d'arc de la courbe L relative à l'intervalle la, {] de varia- 
tion du paramètre +: 


s(= (Is (dr. 


Nous voyons que s ({) est une fonction non décroissante de £, 
eoutiunc cl dérivable: de plus, on a 


s (D = zx’ (+) | 


d'après 9.31. 

Si la courbe L n'a pas de points singuliers, i.e. x’ (?) ne s'annule 
erl aucuul point, on peut appliquer le théorème sur la fonction inver- 
se: il exlste alors une fonction inverse { — { (s) qui es continue, 
croissante et conlinüment dérivable. Ceci étant, on peut mettre la 
fonction x (t) sous la forme d'une fonction de s, toujours continue 
et continüment dérivable. La longueur d'arc s sera appelée paramètre 
nalurel. Si la courbe Z est donnée par une fonction x = zx (s) uvec 
le paramètre naturel s, alors 


[z (3 1=s (5) = 1 


en vertu de (1). 

Ainsi, en tout point non singulier de la courbe L le vecteur zx’ (s) 
a 1 pour longueur. (Ceci est clair du point de vue cinématique : si le 
paramètre s est à la fois le chemin parcouru et le temps employé, 
alors la vitesse du mouvement est égale à l'unité.) 
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$ 16.2. Courbure. Courbures d'ordre supérieur 


16.21. Dans ce qui suit, nous aurons affaire non seulement aux 
lougueurs de vecteurs, mais aussi aux angles qu'ils forment. 11 est 
donc vaturel d'opérer non pas dans un espace normé quelconque mais 
dans un espace hilbertien (12.41). 

Lemme. Soient z(t) et y(t) (a St b) deux fonctions déri- 
vables à valeurs dans un espace hilbertien H; alors la fonction numé- 
rique @(t) = (x (t), y (t)) est dérivable elle aussi, et l'on a 

p' (9) = (x (0), y (0) + (x (6), y° (e)). (1) 

Démonstration. Nous avons 

Ag = (x (t + At), y (+ Ac) — (x (r), y (#)) = 
œm (x(e) + x" (ti) At + e,At, y (4) + 
+ y" (4) At + e,At) — (x (1), y (4) = 
= ((x° (4), y ()) + (z (), y' (#))1 At + e,Ar, 
où E3 = Eg(t, At) —+ O pour At —+ 0. On peut donc dégager la partie 
linéaire principale de l'accroissement A. En l'explicitant on arrive 
à la formule (1). 

Conséquence. Si la longueur du vecteur x (t) reste constante 
lorsque t varie, alors le vecteur x’ (t) est orthogonal à x (t). 

En effet, en appliquant à la fonction (x ({), x (#)) la formule de 
dérivation (1), aous avons 

O—(z(:), z(4) = 2(2x(09, x (6), 
ce qu'il nous fallail. 

16.22. Considérons une courhe L = {x = x (s)} avec pour para- 
mètre la longueur d'arc comptée à partir d'un point fixe. Comme 
nous l'avons vu dans 16.19, le vecteur e, (s) = x’ (s) est unitaire. 

Si les vecteurs x’ (s) et x’ (s) sont linéairement indépendants, 
il existe un plan osculateur. Le vecteur e; (s) = x’’ (s) appartenant 
au plau osculateur est, on l'a vu, orthogonal à e, (s). Il s'appelle 
vecteur courbure de la courbe L au point s. Posons 

ei (s) = % (s) e2 (s), (1) 
où e3(s) ost un vecteur unitaire orthogonal à e, (s), lo coefficient 
x (s) étant positif. Nous avons 


x (9 = 1e (8) [= lim | RO), 2) 


Le module de la différence des vecteurs unitaires €, (s + As) 
et e, (s) est une corde du cercle unité et représente un infiniment 
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petit équivalente à l'angle foriné pas ces vecteurs, i. e. à l'angle des 
tangentes à la courbe L aux points correspondaut respectivemeul 
aux valeurs s et s + As. Aïnsi, le coefficient x (+) donne la vitesse 
de rotation de la tangente par rapport à la variation de ls longueur 
d'arc. Le nombre x (s) s'appelle courbure de la courbe L au point s. 

Notons que la formule (2) représente une définition plus géuérale 
que la foriwule (1) car (2) n'exige pas la condition e, (s) + 0, il suffit 
que e; (s) existe. Dans le cas où €; (s) = 0, la formule (2) doune pour 
la courbure au point correspondant la valeur nulle. 


10.23. Déduisons la formule pour la courhure dans le cas où la 
courbe L est donnée par une équatiou x = x (ft) avec un f arbitraire. 


Comnie s, = |x, | = VÜx,, x+) (16.19), on a 
PE CE) 
d Vie zi) [ET 
en vertu du lemme 16.21. 
Nous a“vons eusuite 


z t { 
Ts = d'ils, Les = Lrls + Lits = dr TZ! (=), <= 
= 2it M, Si tte _ Te (s, %1) 
E74 # \ze 12 lzr 14 
et, définitivement, 
z Zr(xe. Zit) 
D ET LR F7 CIS Œ 


La déduction de cette formule se base sur la définition 16.22(2). Elle 
est donc valable dens les cas x (s) Æ 0 et x (s) = 0. 

En portant la valeur de la courbure dans la formule de Taylor 
16.17(2) (avec e; (s) 0) nous mettons cette dernière sous la forme 


2 
Az (s)= x" (s) As+ 2° (8) 2 + ta (s) As? — 
= € (s) As + 5 x (8) 62 (s) As? + €, (s) As. (2) 
16.24. Calculons la courbure de la circonférence. En coordonnées 
liées avec son plan, l'équation de la circonférence est de la forme 
z(t) ={R cost, Rsint}. 
En dérivant nous avons 
z ={(—Rsint, Rcost}, |x,|—2A, 
zu —<{—Rcos t, —Rsin t}, (x, Zi) = 0. 


ll en découie 
l rer | i 


XD Rx: 


donc La courbure de la circonférence est l'inverse de son raywn. 
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16.25. Soit maintenant L —4{x = x(s)} une courbe gauche. Si 
l’on considère dans le plan osculateur de divers cercles tangents à la 
courbe Z, alors l'écart entre les points correspondants de la courbe Z 
et de chaque cercle Q est en général du deuxième ordre de petitesse 
Par rapport à As. Essayons, en choisissant convenablement le rayon 
du cercle tangent, d'obtenir l'écart non pas du deuxième mais du 
troisième ordre. Soit z = z (s) l'équation d'un cercle tangent, avec 
le paramètre naturel s et avec le vecteur courbure de mème sens que 
pour £Z (fig. 16.4). Alors on a d’après la formule 16.23(2) : 


Ax(s) = e(s) 4s +7 x (s) e, (s) AS? + e As”, 
Az(s)=e(s) As +5 e2(s) Asi+E AS, 


où t2, E2 sont des infiniment se pour Às —> 0: notre problème 


sera donc résolu si l’on pose Z? — . Le cercle tangent qui sc 


1_ 
» (s) 


trouve dans le plan osculateur à 
la courbe £L au pmoint s, avec le 
même sens du vecteur courbure 
que pour £ el de rayon À — 


= a . est appelé cercle oscula- 
teur et son centre cenire de cour- 
bure de la courbe L au point s. 
Le nombre A = rs s'appelle 
rayon de courbure de la courbe Fig. 16.4. 

L au point s, Si la courbe L est 

un cercle, son rayon de courbure se confond d’après 16.24 avec 
son rayon ordinaire. 


16.26. Base naturelle. Supposons que, pour un point 
donné M de la courbe L, les vecteurs x” (s), x° (s), ..., x" (s) 
exislent cet sont linéairement indépendants. Alors il exisle en ce 
point les sous-espaces osculateurs Æ£, € Æ, GC ...cG E, de dimen- 
sion À, 2, ..., n respectivement. Construisons une baso orthogonale 
et normée du sous-espace £,. Pour deux premiers vecleurs choisissons 
les vecteurs déjà construits e, (s) — 2” (s) et e2(s) = CI: . Le 
troisième vecteur e; (s) que nous choisissons dans le sous-cspace Æ, 
doit être orthogonal au plan £; et de même orientation par rapport 
à ce plan que le vecteur z’’” (s). De er analogue, une fois choisis 
les m — 1 premiers vecteurs e, (s), ., 6m-1 (S), nous construisons 
dans le sous-espace E, le vecteur Em (s) orthogonal au sous-espace 
E,-, et de même orientation par rapport à ce sous-espace que le 
vecteur 2°” («),. Ces conditions déterminent d'une façon univoque 
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la base e, (s), -.., en (s). Par construction, chaque vecteur e,, (s) 
est une combinaison linéaire des vecteurs zx’ (s), - .., 2° (s): 


Em (8) = Pa(s) TZ" (5) +... + Pm(s) 2 (6), (1) 
AVEC Pm ($) > 0. 


La base e, (s), . . ., e, (s) s'appelle base naturelle de la courbe L 
au point 4. Il va de soi qu'elle change de position avec le point M. 


16.27. Formules de Frénet. Etablissons les formules 
de dérivation des vecteurs de la base naturelle d’une courbe L € À, 
par rapport au paramètre s. En dérivant l'égalité 16.26(1) et eu uti- 
lisant la règle 12.61g nous trouvons 


ëm (8) = À pi (6) 20 (8) + D (6) z65* (9), ct) 


donc le vocteur em (s), pour m << nr, appartient au sous-espace Eh+1 ; 
par conséquent, 


Er (5) = Am (S) 1 ($) + - - : + Grmum (S) Em (S) + Em. m+1 (S) em+1 (S)- (2) 
Pour m = n, la formule (2) est valable si l'on remplnce e,+, par 0. 
[lLest aisé de déduire de (1), (2) et 16.26(1) que &m. m+1 = Pm (S) > 0. 
Quant aux autres coefficients dans (2), ils sont aussi faciles à calcu- 
ler. Tout d'abord nous avons &,,m (s) = 0 car la dérivée du vecteur 
unitaire e,, (s) lui est orthogonale (16.21). Ensuite, en dérivant 
l'égalité évidente (es (s), em (s)) = 0 (j << m) on obtient 


(e; (S), Em (S)) + (€ (S), Em (S)) = 0, 
(em (s), €; (s)) = —(e;(s), em (S)) ; (3) 


cette expression est nulle pour f << m — 1 puisque e; (s) € E,+1. 
Ainsi, la rolation (2) prend la forme 


d'où 


Em (5) = Am, m-1 (S) Em-1 (S) + Am. m+1 (S) Em+1 (5)- (4) 
Pour j=m— 1, il résulte de (3) que 
Am, m-1 = (Em (S); Em-1 (S)) = — (m1 (8), Em (S)) = — m1. m- 


Posons x, = %1 (s) — (e, (5), ea (s)) — &2; dans ce qui précède, 
cette quantité est désignée par >*x (s). Ensuite, posons %x2 = %X2 (s) — 
— (64, €3), Xa en Xs (s) — (e;, 4), etc. Nous ahoutissons à un systè- 
me de formules 

e, (S) = %e2 (S), 

es (s) = — Xies (S) + es (S), 

A nd D HU AU EU 7 (5) 
En (S) = — KXneen-2 (S) + Xns (S) En (s), 

En (s) = —#n-]én-i (s) 
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qui s'appellent formules de Frénet dans f,. Les quantités 
Ko, +. Xn-1 


sont appelées courbures de la courbe L au point M d'ordre 2, 3, ... 
respectivement ; toutes ces quantités sont positives par construction. 
La courbure deuxième *, s'appelle aussi torsion de la courbe au point M. 
Dégageons le sens géométrique des coefficients x2, . . -, %h-1. 
L'égnlité 
Em (S} = — Xm-18m-1 (5) + KXmem+ (s} 


montre que la vitesse de rotation du vecteur e, (s) a deux composau- 
tes : la première suivaut le vecteur e,,-, (s) (elle caractérise la rotation 
du sous-espace ÆE, dans lui-même), la seconde suivant le vecteur 
emn+1 (s) (elle correspond a la rotation dans la direction orthogonale 
à En), le coefficient *«,, est la vitesse de cette dornière rotation (angle 
de rotation rapporté à l’arc parcouru). Ainsi, la torsion est la vitesse 
de rotation du plan osculateur du vecteur e, vers le vecteur e.. 

Le nombre *,, peut donc être interprété comme vitesse de rotation 
du sous-espaco E,, dans la direction orthogonalo à lui-même, de 
mème que iu courbure *x, est géométriquement la vitesse de rotation 
de la tangente (16.22(2)). Tout comme cette dernière définition, la 
délinition géométrique de x, est plus générale que celle basée sur les 
formules de Frénet et exigeaut que l'espace Æ,,+, soit non dégénéré : 
clle ne dernande que la non-dégénérescence de l'espace E,, et l’exis- 
tence de la dérivée 2%) (s). Si atÙ (s) = 0, l'espace E,, a la vi- 
tesse de rotation nulle au point correspondant, ot la définition géo- 
métrique donne pour *x, ln valeur nulle. 


16.28. Calcul de courbures supérieures. En 
algèbre, on appelle produit mixte de nr vecteurs a, ..., a, d'un 
cspace euclidien et on le note [a,, ..., a,] le nombre égal au volu- 
me du parallélépipôde n-dimensionnel construit sur ces vecteurs; 
ai l'on exprime les vecteurs &. . .., à, par leurs coordonnées dans 
une base orthogonale et normée, alors le nombre [a,, ..., a,l est 
égal au déterminant du n-ieme ordre dont les colonnes sont formées 
des coordonuées du vecteur correspondant [14: 8.74]. 

Calculons le produit mixte des vecteurs zs, Zss, . . ., æ{), Pour 
le faire, utilisons les formules 


Ze = Lits 

Los = ee + Tiités 

QU = usa es REPUT 
exprimant les dérivées en s par les dérivées par rapport à n'importe 
quel autre paramètre t; les points remplacent les vecteurs qui sont 
16 —2286 
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combinaisons linéaires des vecteurs déjà explicités dans les lignes 
précédentes. D’après les propriétés des déterminants, on a 


Les co Eee, ..., atjattectn (4) 


D'autre part, nous savons que les formules suivantes sont va: 
lables : 


Za = Ci, 


Los — K162 


DS is ss anses ses EN se nil, 


où les points remplacent toujours les combinaisons linéaires des 
vecteurs explicités dans les lignes précédentes. D'une manière ana- 


logue, nous avons 
[x,, CRE | 20" = L'HÉE, voug .….. Kn-1 less y eh] TA “is CRE] Kn-1- (2) 


En comparant (1) et (2) nous obtenons l'égalité 


n(n+t} [x xP} 
n-il,n-2 n 2 to ss 71 
K1 Xo cs. Xn-1 = [Ze ….., x! " {a = nr TT TU NN (3) 


[z:| 


qui permet de trouvVer %x,-1 d'après X4, ..., Xn-2. Pour r — 2 on 
a la formule de la courbure 
nf c) 

Qui paraît plus simple que celle de 16.23. Ln réalité, la nouvelle 
formule (4) n’est plus commode qu’en cas de courbe plane, lorsque 
la quantité {xz,, x,,) peut être mise sous la forme d’un seul détermi- 
nant du deuxième ordre. Rappelons que, dans le cas général, le 
carré du volume du parallélépipède m-dimensionnel construit sur 
les vecteurs zx = {zuy, . . ., Tan} (k = 1, ..., m) d'un espace 
n-dimensionnel est égal à la somme des carrés de tous les détermi- 
nants d'ordre m de la matrice des coordonnées des vecteurs zx, 
(144; 8.73). 

Pour r => 2, en divisant membre à membre la formule (3) par 
la formule analogue 


(n—1)} 
n—2 n-3 _Er COR Ts | 
K1 K2  ... Kn-2 — Mm=1n 
Ixel À 
nous obtenons 
{ze -.., 21] 1 


SPORE TE UE 7TCER (5) 


ETD quss Z 
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Ensuite, en divisant cette formule membre à membre par la formule 
analogue 


% x ÎIz1, CRC zin-11} À 
Le Le DES A Er ie, EURE LE 
nous trouvons définitivement 


: Eær. co, 2f}lec, ..., ain 
PAT ep cc PT ol 


Géométriquement, cela signifie que la courbure %,-, est égale, 
au facteur |zx, | près, au rapport de la hauteur du 
parallélépipède n-dimensionnel construit sur les 
vecleurs Z4, . - ., £f7” à La hauteur du parallélépipède 
(n—1)-dimensionnel construit sur les vecteurs 
Te, . - ., x, 

E xemple. Trouvons la courbure et la torsion 
d'une hélice dans l’espace tridimensionnel. Une hélice 
(fig. 16.5) est définie par les équations 


xz(t) ={acost, asint, bt}. 


En dérivant on obtient 
Z={(—asint, acost, b}, Ir] Vai+, 
Zu ={(—acost, —asint, 0}, (ze Tr) = 0, 
Tue ={asint, —acost, 0}, |xe, Tues Tu] = 2b. 
Il en résulte d'après la formule (4): 


x til _. 2 
: Tt [2 ” ai+pi j 
Enfin, vu la formule (3), on a 


fre, Zee, seul _ a°b 


b 
He Tu run, Map 


$ 16.3. Dégénérescence de la base naturelle 


16.31. Dans 16.17, nous avons défini les sous-espaces osculateurs 
ES EE, € ...cE, pour la courbe x = x (t) dans le cas où les 
vecteurs æ' ({), ..., x" (£) existent et sont linéairement indé- 
pendants. Considérons le cas où cetto dernière condition n'est pas 
satisfaite. 

Si les vecteurs x’ (f), ..., z‘"(?) deviennent linéairement dé- 
pendants en un point £ (les vecteurs x” (4), ..., z"-U ({) restant 
toujours linéairement indépendants), alors l'espace £, n'existe plus, 
bien que Æ£,_, continue à exister. La quantité %*x, (£) perd le sens; 
il en est de même du vecteur #4, (t). On peut essayer de construire Je 


18° 
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vecteur e, ({) par continuité en passant à la limite pour 4—+ 1 dans 
en (t) (lorsque x’ (ft), ..., x” {t) sont linéairemeut indépendants); 
ais il peut S'avérer que les passages à la limite suivant { /” { cruis- 


sauts et { N { décroissants amènent à des valeurs différentes. Soit. 
par exemple, € un point d'inflexion d'une courbe plane (fig. 16.6); 
alors, en passant par ce poiut, le vecteur e, (f) se transforme brusque- 
meut eu son opposé. Nous convenons de compléter la définition des 
fonctions x, (£). ..., x, (t) en leur altribuant la valeur nulle aux 
“points où elles cessent d'exister; cela cest conforme 
aux considérations de 16.27. 

16.32. Exemple. Une droile est donnée par 
une équation de la forme 


z(t) = Zo + ln. (1) 
Il résulte de (1) que 
z'(t = 2, z'(t) = 0, (2) 
donc le plan osculateur n'exisle pas; par cousé- 
Fig. 16.6. quent, la courbure d'une droite est nulle (l’après 


notre convention. 

Inversement, supposons que la courbure d'une courbe x — x (t) 
soil identiquement nulle, i.e. les vecteurs x” (£) et x”(t} soicnt 
linéairement dépendants (et x’ ({) 0), Montrons que c'esl une 
droite. La dépendaïnce linéaire des vecteurs x’ (£) et x” (t) veut dire 
que z”(s) = 0 car z”(s) s'exprime linéairement par x’ (t) et x” (4) 
et est orthogonal à x’ (£). Alors x’ (s) est un vecteur constant (d'apres 
le théorème démontré dans 12.61%: si la dérivée d'une fonction 
vecLorielle est identiquement nulle, la fonction est constante) et 
unitaire, comme tout vecteur de la forme zx” (s). Désignons-le par z,, 
tx, | = 1. En intégrant l'équation x” (s) — x, et vu l’unicilé de la 
solution (qui résulte Loujours du théorème 12.614) nous avous 


T (s) — To + ST, 
ce qu'il nous fallait. 

16.33. Un cas un peu plus compliqué est une courbe siluée 
enLièrement dans un hyperplan n-dimensionnel. Cet hyperplan con- 
tient tous les vecteurs x’ (£), x” (t), . . ., donc les vecteurs x” (t}), ... 
..., æ%+b (4) sont linéairement dépendants. Par conséquent, la 
courbure x, ({) ainsi que toutes les courbures suivantes sont nulles. 
Montrons que la réciproque est valable : si la courbure n-ième d'une 
courbe L est identiquement nulle, alors toute la courbe ZL se trouve 
dans un hyperplan #-dimensionnel. 

L'hypothèse veut dire que, pour tout {, a St & b, les vecteurs 
x’ (4), ..., z#D (ft) sont linéairement dépendants: 


2H) (4) = ao(t) 2° (0) +... Han (t) ztm (4). (1) 
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Supposons que les vecteurs z’ (t), . .., x® (1) restent linéaire- 
ment indépendants sur tout l'intervalle a < { < b. Ots peut alors 
montrer que tous les coefficients a; ({) dans (1) sont continus dès quo 
la fouction z‘*+1 (4) est continue. Eu effet, en multipliant scalaire- 
ment l'égalité (1) par x’ (t), ..., æ" (1), on oblient le système 
d'équations linéaires par rapport aux coefficients: 


(z+11 (4), 2° (#)) = ao (t) (Ze Se) + +. Hana (rt) (xt, 21), 


(a (L), x (2) = ao (8) (te D) + 2 Han (1) (297, 2). 


Tous les coefficients de ce système sont continus (comme produits 
scalaires de fonctions continues), et son déterminant n'est pas nul 
comme déterrninant de Gramm d’un système de vecteurs linéaire- 
ment indépendants [14; 8.71}. I] résulte des formules de Cramer 
pour les solutions as (£), . . ., ah-, (f) que ces solutions sont couti- 
nues sur [a, b 

En vertu de 13.65, il existe une solution y (1) de l'équation 


y (t)= at) y (4) +... Hans (0 ya 0 (L) (2) 
qui apparlient, d'après 13.66, au sous-espace engendré par les vec- 
teurs yo = Y (a), . .., Yn-a = y 1) (a). Nous posons ici yo = 
= 2" (a), ..., Yyn-1 = 2" (a). Comaine la fonction vectorielle x’ (t) 


satisfait à l'équation (2) (qui donne (1) après la substitution xz° ({) = 
= y (!)) et aux conditions initiales indiquées, le vecteur zx’ (£) reste, 
d'après 13.66, dans Ile snus-espace ongendré par les vecteurs 
z' (a), - - ., x‘ (a) pour tout {. Le vecteur 


z(t)=z(a)+ Ÿ 2° (6) dé 


appartient, pour tout #€ la, bl, à l'hyperplan passant par le point 
z(a) parallèlement au snus-espace trouvé. Nous avons démontré 
le théorème : 


Théorème. Si, pour une courbe L ={x = x (Œ)} dans un 
Fe hilbertien I et pour tout tE la, bl, les vecteurs g' (2), 
zx" ({) sont linéairement indépendants et les vecteurs z° (1), 
»" *l (Z) tinéairement dépendants, alors la courbe L appartient 
à L'hyperplan passant par le point x (a) et défini par les vecteurs 
z' (a), ., z9 (a). 
Ln particulier, si la torsion x: (4) de la courbe Z cst identiquement 
nulle et la courbure ne s’annule pas, alors la courbe ZL est plane. 
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$ 16.4. Equations naturelles 


16.41. Etant donnée une courbe ZL avec le paramètre naturel s, 
on peut considérer toutes ses courbures comme fonctions de s: 


Xi = X) (s), Ho = X2(s), . .., 0ZLSs< S$0. 


Nous admettons que les courbures s'annulent en sous-entendant 
Ja dégénérescence décrite dans 16.31. 

Si une courbe ZL se déduit de la courbe L par une transformation 
linéaire isométrique (i.e. conservant toutes les distances) de l'espace 
H, alors, toutes les fonctions x,, (s), m = 1, 2, . .. étant complè- 
tement déterminées par la métrique, elles resteront les mêmes pour 


la courbe L. Montrons que la proposition inverse est valable pour 
les courbes de dimension finie : 


Théorème. Si, pour deux courbes L et L dans l'espace n-di- 
mensionnel R, représentées par des fonctions vectorielles n fois dérivables, 
les courbures x, (s), . .., #n-1 (s) sont continues, positives et s'expri- 
ment par les fonctions identiques du paramètre naturel s, alors il existe 
une transformation isométrique (un déplacement complété éventuellement 
par une symétrie) de l'espace À, dans lui-même qui transforme la courbe 
L en la courbe EL. 

Démonstrat ton. Soient e (s), ..., en (s) la base natu- 
relle de la courbe L et e, (s), . . ., eh (s) celle de Z. Considérons un 
déplacement (suivi peut-être d'une symétrie) de l'espace AR, qui 
transforme la position initiale e, (0), . . ., e, (0) de la base naturelle 
de Z en la position initiale e; (0), ..., e, (0) de la base naturelle 
de L, do sorte que & (0) devient e, (0), . .., e, (0) devient e, (0). 
Montrons que cette transformation de l’espace À, transforme L en L. 

Les fonctions x (s), ..., %x,,-1 (s) sont continues par hypothèse. 
Il existe donc, vu le théorème 13.63, la solution unique du système 


ya (S) = % (s) y2 (5), 
(1) 


Yn (S) = — Xn-a (S) Yn-1 (5) 
avec les conditions initiales 


Yi (0) — €, (O), es Yn (0) = €n (O). (2) 


Or, d'après les formules de Frénet 16.27(5), les vecteurs e, (s),... 


. - En (s) ainsi que les vecteurs e(s), ..., En (s) (après déplace- 
ment) satisfont au système (1) avec les conditions initiales (2); 
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par conséquent, 
es (S) = (5), ...,En(s) = en (s) 


d’après le théorème 13.63. 

Désignons par x = x (s) le rayon vecteur de la courbe L et par 
z (s) celui de la courbe L (après déplacement). Comme les deux cour- 
bes Z et L ont maintenant pour origine un même point x (0), on a 


z(s)= x (0)+ { ex (Ë) dE = x (0)+ e (E) = x (s). 
0 


Ainsi, la courbe ZL se confond aveo la courbe £. 
Les équations 


Ka = Xp (S), + +. Ans = Xn-s (5) 


g’appellent équations naturelles de la courbe L ; nous avons vu qu'elles 
déterminent la courbe Z dans l'espace n#-dimensionnel à une trans- 
formation linéaire isométrique de cet espace près. 


16.42. Courbes à courbures données. 


a. Théorème. Etant données n—1 cnrs continues quel- 
conques pi (S) > 0, . . ., Pa (S) > 0 (0 SL S5), él est possible 
de construire une fonction vectortelle x = x(s) à valeurs dans RÀ,, 
n fois continûment dérivable et telle que, pour la courbe L & À, définie 


par l'équation z = zx (s), les qx (s) représentent les courbures respectives 
en fonction de la longueur d'arc s: 


Pi (s) = X, (s), rs Pa-1 (s) = Xn-1 (s). 


b. Etablissons d'abord le lomme général suivant : 
Lemme. Considérons dans À, l'équation vectorielle 


HO 2 A y(0, 


où At) est un opérateur antisymétrique (i.e. tous les éléments de 
la matrice A({)={|a; (t)]| changent de signe par transposition : 
ayx(t)= — any(t)). La matrice résolvante ({, est orthogonale (i.e. ‘la 
matrice transposée de A, est identique à ga matrice inverse). 
Démonstration. Nous avons vu dans 13.38e que l’opérateur 
Q{, satisfait à l’équation 
L 


(1) 
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avec la condition initiale QP =]. D'autre part, d’après 13.384 on a 
QE =]; 


en dérivant cette égalité en £ on trouve 


aq! da!° 
Le +0 = 0 
ou bien 
dg‘o 
A (2) ON + O7 = 0, 
d'où 


ago 
7 = — GPA (+). 
En passant aux opérateurs adjoints on trouve [14; 7.64] 


a (af) 
dt 


= — A (1) (QE). 
Utillsons maintenant la condition A’({)= —A(t); nous avons 


to. 
a y. 


En comparant cette équation avoc (1) et vu que l'opérateur (@i°)’ 


satisfait à la même condition initisle (Q£)'— l’ =I que Q4, nous 
obtenons 


(Qi) 7 %, (2) 


en verlu de l'unicité de la solution. Or Q = (Q1,) 2 L'égalité (2) 
prouve donc que Q?, est un opérateur orthogonal, co qu'il fallait 
démontrer. 

c. Considérons à présent le système d'équations vectorielles 


Ya (S) = Ps (8) ya (s), 
Va (S)= — pi (5) 1 (s) + Pa (s) ys 6), (3) 


7 = 


Yn(S) = — Pn-1 (5) Yn-1 (S) 
pour les conditions initiales 
Y1 (0) Œ Cyr ce Yn (0) = En 


où y, - . ., én sont nr vecteurs orthogonaux et normés quelconques 
de l'espace AÀ,. 


$ 18.4, EQUATIONA NATURELLES 281 


Montrons que les fonctions vectorielles y (8), . . ., y, (s) qui repré- 
sentent une solution du système (3) existant dans À, d'après le théorè- 
me 13.63 sont orthogonales et normées pour tout s € [0, sol. 

D'après le lemme b, la matrice || wya (s) || de l'opérateur résol- 
vant 5 du système (3) est orthogonale, de sorte que 

Le 1 pour j = p, 
2 2 6) @rs (5) e pour jp. 


Nous avons 


yi(s)= Yon (s) er ( =1,...,n). 
La base e,, ...,€n étant orthonormée, on a 


1 pour j=p, 
(y5(s); Yp (S)) = 20 (s) Son (s) = { D pour jé p. 
ce qu'il nous fallait. 


Ainsi, les vecteurs y, (s) s'avèrent orthogonaux et normés pour 
tout s € [0O, sol. 
d, En continuant posons 


z(s)= Î Ya (o) do. 


Nous obtenons une courbe Z dans l’espace n-dimensionnel AÀ,. Comme 
[zx (s) | = | y: (s) | = 1, le paramètre s est lu longueur d'arc de la 
courbe Z. Ensuite, pour tout m = 1, 2, n, les vecteurs 
Yi (S), + - ., Ym (8) Sont orthogonaux et normés, um) (s) = gl (s) 
s'exprime linéairement par Yi (S), . . :, Ym (s) d'après le système 
(3), le coefficient de y,, (s) étant positif (égal à Pm-1 (S)); par consé- 
quent, les vecteurs y, (s), . . ., y, (s) sont pour tout s les vecteurs 
de la base naturelle de la courbe L. Or, pour les vecteurs d’une base 
naturelle on a les formules de Frénet 16.27(5) 


Yi (8) = %a (S) Y2 (s), 
Ya (s) = —%1 (s) ya (S) + %2 (S) ya (s), 


Yn-s (S) = —Xn-1 (5) Ya (8). 


En les comparant avec les équations (3) nous établissons succes- 
sivement Îles égalités 


Pi (S) mm xs), pr(s) = %2 (5), . . «+, Pn-1 (8) == ns (S). 


Le théorème est démontré. 
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$ 16.5. Hélices 


16.51.a. Définition. On appelle hélice une courbe dont 
toutes les courbures sont constantes. 

b. 11 est évident qu'une droite satisfait à cette définition (toutes 
ces courbures sont nulles). Dans un plan, une circonférence Q de 
rayou Z? a, nous l’avons vu dans 16.24, la courbure Constante x = 
= 1/R ; toutes ses courbures supérieures sont nulles. Ainsi, une cir- 
conférence satisfait elle aussi à la définition d'une hélice. Montrons 
qu'il n'existe pas d’autres hélices dans un plan. Si Z est une courbe 
plane d'une courbure constante %x >>0, nous considérons à côté 
d'elle la circonférence Q de rayon À = 1/x qui a également la cour- 
bure constante «x. Alors, d'après le théorème 16.41, on peut faire 
coincider la courbe £L avec la circonférence Q; donc la courbe £L est 
elle-même une circonférence. 

c. Dans l'espace tridimensionnel, l'hélice « classique » Q 


ZT, = aCOS (, Zo = a Sin t, Za = bt, (1) 


comme nous l'avons vu dans 16.28, a la courbure et la torsion cons- 
tantes que l'on calcule d'nprès les Formules 


a b 2 
ME ER SGH de 


Far conséquent, Q@ est une hélice au sens de notre définition. 
Montrons qu'il n’y a pas d’autres hélices dans À;,. Soit L une hélice 
dens À, telle que x, = 0, x2 >> 0. En partant de (2) déterminons 
les paramètres a et b d'après %x, et x: donnés; il est aisé de voir que 


a=—"# EL 
41 +4 ° 0 DE D 
D'après a et b obtenus, construisons l'hélice (1). Sa courbure est 
%1, Sa torsion x2. Vu le théorènte 16.41, on peut faire coïncider la 
courbe Z avec l’hélice (1) par un déplacement dans l'espace A3, 
ce qu'il nous fallait. 


16.52. Trou vons les hélices dans un espace n-dimensivnnel. Une hélice dans 
A, est une courbe pour laquelle x (s) = %1, . . ., #7, -1 (s) = Xn-4 s0at, cons- 
tanies ot non nullos. Les vecteurs e, (s), . .., e, (s) salisiont au Sysièiue d équa- 
tlornrs de Frénet 18.27(5) 


ei (5) = Xe (s), 
a ee à (3) 


en-1 (9) = —%n-2en-2 (8) + Xn jen (s), 
(D = —Xn-itn-1(s) 
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avec la matrica constante des coelficlants 
O0 x: 
—X4 D % 
K=— FANS : : 
— Xn-2 0 KXn=1 
— Xn-i 0 
Calculons le rang de la matrice K. En barrant la ligne et la colonne contenant 
l'élément x, nous abaissons le rang d’une unité, puis encore d’une unité en bar- 


rant la ligne et la colonne contenant l'élément —%x,; nous aboutissons à la 
matrice 


0 xs 
—%a 0 % : 


— Xn-2 0 KXn—1 
—Xn1 0 
de même structure que la matrice initiale mais de rang inférieur de deux unités. 
En continuant le procédé deux possibilités sa présentent : si n — 2m est pair, 
le rang vaut n; si n = 2m 1 est impair, nous obtenons ep fin de compte la 
matrice unidimensionnelle d'élément nul, par conséquent Le rang de la matrice 
initiale vaut 2m = n — 1. 

La matrice K est évidemment antisymétrique: allo change de signe par 
transposition. Utilisons un théorème connu sut la structure d’un opérateur 
antisymétrique {14 :; 9.46]. Si n = 2m est pair, il existe dans l'espaco À, une 
base canonique orthonormée x, ys, + - « Æmr Ym telle quo 

Kz,; —= LUTTE Kz2 = ToYas  ) Kz,, = TmYm: 
Ky —TVirs Kya= — Tata ..., Kymn = —mtm- 
Pour n = 2m “- 1, il existe encore un vactaur da base 4, pour lequel 
Ks, = 0. 
Comme le rang de la matrice K vaut 2m, tous les nombres %, . .., %,, sont dans 


le présent cas non nuls. | 
Parallélement au système vectoriel (3), considérons le systèmo scalaire 


uj (5) —Xque (8), 


Us (s)= —Ksus (8) + xrug (5), 


(4) 


Un (5) = —Yn-ittn-1 (8). 
Il possède n solutions vectorielles linéairement indépendantes qui sont rospec- 


Livement colinéaires, pour s = (). aux vacteurs canonique de la matrice K. 
Construisons la matrice de l’opérateur résolvant etK. En Vertu de 13.14e 


(et 13.14a), nous avons dans la base z,, Yi, Za, Ma, : - «+ Zn Wm (2n) : 
COST —siD {7 -.. 
8in {T cos {Ti -.. 
Ps | RP 


. Sin tm COS tm 
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Si l'on pose 
Tf—=(LJis ces Zfnh, VI (Vis << Vinh 
25 (= (Z51 (5) +. Zn (9h 45 (5) = (ya (s). +... in (s)}, (5) 
=, ...,n, 
Zn ={3nt -... nn), 
Zn (s)=(2n1 (6); ---, Enn (S)). 
alors les formules 13.15c (et 13.15a) donnent 
Zjn (s)—=co8 Tys-zyn + sin vjs-yjn, (k=1,...,n, J=1, ..., m) 
yyn (5) = —siD Tys-zjh + COS Tjs-Yjhe 
Enx (s)=2n (n—2m + 1). 


Soit maintenant e, (s). .-., en (s) une solutlon du système (3) que l'or peut 
noter 
ep (s = (egs (8) +. 6j (8). 


Pour p fixe, les fonctions -}, (s) ( = 1. - ... ») vérifient lo système (4). Sou- 
metions la solutiorr (e,, (s)} aux conditions initiales 


en (0) zu, --., enr (0) —=Zine 
C2 (0) =yre. ---1 En2 (0) = Vins 
3 (0) —= Ta, --., ns (0) = Zn 
€14 (0) — Vas, - .…, ns (0) —=Y2ns 


ein (0) =za4, +... enn (0) =tnn (n=2Mm+1). 


Les vecteurs e, (0). - .., e, (0) sont normés et orthagonaux (ce qui est 
nécessaire pour restituer une courbe d’après les courbures données, 16.42c). 
Nous avons en particulier : 


es) = {er fs), +. ein (= ras (5), yes (5), Zes (8N Var (3, (ns (SN = 
= (COS TyS-Z1g -SÙD Vis Vs, — Sin Fys- Ty + COS Ts -Yar. ---, (Zn1))- 


La quantité 3, n'est considérée que pour n = 2m + 1 


En intégrant par rapport à s on oblient (les constantes d'intégration qui 
représentent Les translations le long de choquo axe sont choisies nulles) : 
SIN Ts COS T4 COS TIS 
= h— y 


. 3in T46 
r@= | A 7; It 1, zu + 7! 


Wat, =, Œnss))- 


On peut écrire ces formules plus brièvomont : 
r(s)—=(A) coS Ti (s—s1), A SiDT (s—5s;), 
A3 COS Ta(s— 52). A2Sin Ti (s—82), ..., (Cns)). (6) 
Pour n pair, n=2m, touto la courbe L se trouve évidomment sur la sphère 
2h +28 +25 ++. + 2m + 2m = A+ A+... + 4n : 


la coorbr est fermée si tous les nombres x, . -., tm sont commensurables 
(i.e. sont des mullipies rationnels de l’un d'eux) et no l'est pas (et n'a pes de 
point double) si au moins un couple 1lo nombres +4. t, n'est pas commensurable. 
Pour n = 2m + {, la courbe (6) n’est pas bornée ; elle va vers l'infini en coordon- 
née zam+1 I0OrSQUE £ —> + 0. 
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16.53, Hélilces dans un espace de dimension 
infinle. Notons d'abord le fait suivant. Soit L une courbe dans AÀ,. Sup- 
posons que. queis que soient un point donné À (origine) et un autre point P 
sur cette courbe, il exlgte un déplacement de l’espace (suivi peut-être d’une 
symétrie) qui transforme la courbe L en elle-même en conservant le sens de 
variation du paramètre et en faisant passer Île point À en P. Alors, un déplace- 
mont de l’espace conservant la métrique, toutes les courbures de la courbe L 
eux points À et P sont respectivoment égales (si la courbe est suffisamment iis- 
se). Comme le point P est arbitraire, toutes les courbures do la courbe L sont 
constantes ; par conséquent, nous avons affaire à une hélice. Inversement, quels 

uo soient deux points À et P d’une hélico L donnée dans A,, [1 existe en vertu 
de 16.41 un déplacement de l'espace R, (suivi peut-être d'une symétrie) qui 
transforme l'hélice L en elle-même en conservant le sens de variation du para- 
métre et en transforment le point À en P. 

Ainsi, Dou3 Sommes amenés à uno nouvelle définition d'une hélice : c'est une 
courbe L que l’on peut transformer eB elle-même par un déplacement de l'espace 
(avec. peut-être, une symétrie) qui conservo Île sens de variation du paramäire 
et transforme un point A donné sur L en un autre point P donné sur L. Remar- 

uons que cette définition n'exige de L aucune dérivabilité. Une courbe L possé- 
dant la propriéié mentionnée sera dite au/ocongruente, On peut démontrer quo, 
dans A,, la classe des hélices se confond avec celle des courbes autocongruenies 
(cf. exercice 2). 

1! s'avère que. dans un espace de dimension infinle, il exista des courbes 
autocongruentes continues, rmais sans tangente. Nous nous borbons icl à un seul 
exemple de courbe autocongruenie dans l’espace hilbertien, qui est tout de même 
bien caractéristique. 

Exemple («spirala de Wiener»). Considérons l’espace H, (0, ©) 
farmé des fonctions x (t) réelles continues par morceaux sur la demi-droits 
0 & T << œ dont chacuno est nulle à l’extérieur d'un intervalle [0, a] (dépen- 
dant de la fanctlon x LR Munissons cet espace d'un produit scalaire et d'une 
norme d'apres les formu 


( (), v(0)= | z(Dy (tar, 


ILz (x) 12 = | 22 (x) dt ; 


los intégrales ont « pour limite supérieure, mais en fait elles sont prises sur 
un intervalle fini. Pour tout ? € [0, æ), considérons un élément de l'espace 
H: (0, oc) suivant la règle: 


1 pour OKT<1, 1 
0 pour T>t. (1) 
Lorsque ? varie de O à æ, le poin Z (t) décrit dans l'espace H: (0, ©) une 


courbe L qui s'appelle spirale de Wiener, Cette courbe est continue (même uni- 
formémont) pulsque 


Z(t)=31t,1)= 


[ 2@—2z(1P=| f t2.ar|=(r— 
t 


. Montrons que la courbe L est autocongruente, Soit un tp, 0 < tg << æ. Con- 
sidérons la transformation U de l’espace H2 (0, ) dans lui-même définie par 
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la formule 
ZT) Ur (T)=2(fte T)+z(T — 10) 


(pour + << t, nous posons x (T — to) = 0). 
Cette transformation est isométrique car 


M Uzx (r)—Uy D =N ZT 10) — y (T— to) | = 


= | [z (T— 10) — y (T— 10)? dr = | [r (0) — y OP dr = 2 (0) y (I. 
LA 


Le point origino Z (0) de la courbe 8e confond avec le zéro de l’espace 
Hz: (0, œ), La transformation U le trsneformo en le point Z (4). Tout point 
Z (t) de la courbe L est transformé par UV en le point Z (t + to) de la même cour- 
bo. La courbe ZL est donc autocongruente. 

Montrons à présent que la fonction Z (t) n'a pas de dérivée dans i’espace 
Ho: (0, æ). En effet, le vecteur 


Z(t+h)—Z(t) _z(x, t+h)—s(t 1) 
h = h (2) 


correspond à la fonction de t qui vaut O pour tés, t+h} et 1/h pour 
TE (4,5 + h]. Sa norme est 1/V/h, de sorte que le rapport (2) n’a aucune limite 
lorsque h —+ 0. 

La courbe L sôde encore une propriété intéressante : ses deux cordes quel- 
conques AIS lEt à deux intervalles disjoints de variation du paramètre sont 
orthogonales entre elles. En effet, 


(Z(+h)—2Z(), Z(+4)—2(4))= 


= | [2 CHR, D) —2(t, TIz(s+Rk, T)—2(s, t)] dr =0, 


si les intervalles (t, & + h) et (s, s + k) sont disjoints. 
On peut construire des analogues lisses de la spirale de Wiener si l’on rem- 
pisse la fonction z (x, 1) de (1) par la translatée (d'un nombre t lo long de l’axe 
os t) d’une fonctlon dérlvable fixe q, (t). 
Pour do telles courbes lisses, on peut calculer les courbures selon nos règles 
habituelles ; bien entendu, toutes les courburos sunt constantes. 


Exercices 


1. Démontrer que le lieu géométrique des centres de courbure d'une héllca 
dans À, est encore une hélice de même axe; le lieu géométrique de ses centres de 
courbnro est l'hélice initiale, 

2, Démontrer que toute courbe autocongruente dans À, est une hélice 
(saus supposer la dérivabilité continue). 

3, On établit »ne correspondance biunivoque entre les points de deux cour- 
becs ilans P, d’une telle manière qu'aux points correspondants las vecteurs des 
bases naturelles sont respectivement paralléles. Soient x Sn, xD (G=1,2.. 

. n — 1) les courbures do ces courbes; montrer que 

*|[? {D x, 


— = 7 ————_—_ 
D = i Ses T—- 
x) CIO x(, 
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4. La sphère osculatrice m-dimenslonnelle S,, à une courbe gaucho L est 
la sphère dans l'espace (m <- {)-dimensionnel défini par les m# + 1 promiers 
vecteurs do la base naturelle at telle que l'écart d’un point de la courbe L à 
cette sphère a Asm+3 pour ordre de petitesse, Montror que le rayon r,, de la sphèro 
osculatrice m-dimensionnella ne diminue pas avec la croissance de m. 

5. (« Courbe de Peano »). Soit t ex Q, tit2 .. . tm -iten » - - le développe: 
ment ternaire formé des oles 0 et 2 d'un nombre t € (0, 1), Montrer que les 
fonctions z(t)} = 0, tite or nur et y(t = 0, Lila -r. lon +, sont 
définies d’une façon univoque sur l’ensemble de tous les : de formo indiquée et 
qu'elles admettent un prolongement cootinu sur l'intervalle [0, f]. Montrer 
que la courbe r(t) = {x (1), y (t)} passe par tous les points du carré 0 & r & 1, 

<y<1. 
Historique 


Pour l'espace tridimensionnel, les équations fondamentales de la théurie 
des courbes sont données par Serret (1851) et Frénet (1852); Jordan généralise 
ces équations au Cas r-dimensionnel (1874), Les hélices dans A, sont décrites 
par Forsythe (1930). Les hélices autocongruentes dans l’espace hilbertien jouent 
un rôle important dans la théorie moderne des probabilités où elles annt appelées 
« processus atochastiques d’accroissements slationnaires » (et décrivent certains 
pRÉnDEeneS réels, par exemple, la mouvement brownien, lo mouvement turbulent 

e fluides, etc.’ ci. à ce propos 117] et {7]). Plusieurs grands savants de notlro 
époque, Wiener, von Neumann, Kolmogorov, M. Kreln, étudient diverses 
propriétés de ces courbes. Kolmogorov Indique la forme canonique d'une courbe 
autocongrusnte dans l'espace hilbertien, Krein découvre qu'un « are hélicoïdal », 
i.e. une partie finie d’une courbe autocongruente, peut être prolongé de différentes 
façons jusqu à former une courbe autocongruento complète st classe tous les 
prolongements possibles. Les travaux des auteurs cités sur les courbes autocon- 
gruentes dans l'espace hilbertien se rapportent aux années 1939-1943, 


Indications et réponses 


Chapitre 52 


S. Réponse. Oui dans les cas a) et b), non dans le cas Q: 

2. Indication. L'ensemble de toutes les suites crolssantes de nombres natu- 
rels a la puissance du continu (chap. 2, exercice 8). Pour chaque telle auitc n, 
<< Na <<... Choisir la fonction x (1) € As ((, ©) qui vaut l'unité aux points 
ni, ne, - .. et est nulle aux autres points entiere. 

3. /ndication. Si une fonction oxtrémale existait, elle prondrait la valeur 1 
pour 0 << x <° 1/2 et —1 pour 1/2 << r < 1. 

4. Indicatton. I] faut prouver que (z, y) vérifie les axiomes du produit sca- 
lairo 12.41. Pour l'axiomc 12.414, appliquer le lomme sur le parallélograinme 
aux parallélogrammes constrults sur les vecteurs z + 3,y:z —2, y: y +3,77; 
y — 3. 7. Pour l’axiome 12.4fe, considérer d’uburd a entivrs, puls fractiannal- 
res, chfin quelconques en passant à la limiic. 


5. /ndication. D’après le théorème de Cauchy, on a | p(2) ds = ©, Cetto 


Izl=1 
égshté se conserve par Le passage à la limite. 


6. /ndication. Posor F = ] {rEQ:f(x) — 0). Mohtrer que toute fonc- 


I 
tion g(r) € R4«(Q) qui est nulle au voisinage di: l’ensemble # appartient à 
l'idéal 7. Ensuite, Louta fonction f (x) € A+ (Q) qui est nulle sur F ost la limite 
de fonctions de la forme g (x). 

7. Indication. Soit 8 => 9 Un nombre qui corresporul au nombro e => 0 
d’après la condition d'équicontinuité de la famille E : alors les valeurs des fonc- 
tions z (t}€ Æ aux points d'un 6-réscau fini du compact @ forment un 2e- 
réseau précompact pour l’ensemble £. 

8. fndication. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que 


œ 
| » thm—1| <86 quel que sait k—1, 2, ... Définir une suite numérique 
i 


m= 
N1, Na... et uno suite numérique k,. k,2. ... de façon à avoir 


œ Ni: œæ Na 
D Ltmi<6: D btuml 0: Dam 65 D tpm Se. 
mu M: m=1 Va 1 


poser Eh =1 pour Ni Kn << Nap et —1 pour Nsp Kn <Nipeis P= A 2... 
9. Tndicatton, Il suffit de considérer les suites z—4{En} pour lesquelles 
supËn = mn En= — lire En = —inf En. 
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10. Indication. Utiliser le théorème d'‘cicité et le princlps du maximum 
pour les fonctions analytiques. | | 

41. {ndtcatton. L'opérateur da multiplication par 3 — À ne peut avoir 
pour inverse que *OPSrAEAUE de multiplication par 1/(2 — À). 

12. {ndicatlon. On peut tirer de 12.67 que le spectre de l'epérateur A est 
composé par les seules valeurs propres généralisées. Ensuite, on doit déduire 

(À) — p (à) E) zn —+ 0 de ta relation {A — LE) z — 0,7, À = 1 et utiliser 

a compacité dep Er la condition p (À) 5 0. 

13. Zndtcation. Utiliser l'exercice 12. 

14, Indication. 1l suffit de censidérer le cas 


b b 
fisopas (ivorast. 
a a 
Intégrer l'inégalité de Young (9.614) 
ÉOPICIR SACS ETC 


15. Indication. Intégrer l'inégalité 


11 (2)+8 (PP KI (2) 1+ le (2) DP < 
<1É (11 ()1+ Ie (0 PE +] e ICT (+8 (2) 12 


et appliquer l'inégalité de Hblder dano le deuxième membre (exercice A 
18. FZndication, Utiliser la méthode da l'exercice 14 an remplaçant l'inté- 
gration par la sommation. 
17. {ndtcatton. Analogle avec l'exercice 15. 
18. Jndicatton, SI 2, = (fnys +, Eng, -  -} El) est de Cauchy, alors, 
our tout k == 1, 2,.,., la suito numérique E,4 (n = 1, 2, . + est égelemont 
e Cauchy: soit E, = lim E,x. Pour tout 8 => 0, il existe un # tel que, quels 


Li os dd 


œ 
que soient n, m > N, on a l’Inégelité D LEnr — Ëma | & 8. Remplacer Ici 
hi 
par p, passer à la limite pour m-+> , puis ur g + 0. 

19. {ndication. En eppliquent le théorèwo d'Arzelà (12.24d) obtenir une 
sous-sulte unlformément convergente; en appliquant le théoréme d'Arzelà 
oncora une fois obtenir une sulta plus raréfiéa avec les dérivées uniformément 
convergentes, etc.; ensuite considérer [a sous-suite diagonale. 

20, Tndicaiton. L'ensemble [x € A, : We] » < 1} n'ost pas convexe. 

21. Indication. Pour l'ensembla £ © P (Q) formé d'uno seule fonction 
z (t), on peut paser Ve “a (tE Q:ke< zx (1) & (k + 1) 8). Dans le cas général, 

e Ha 


appliquer Îe critère udsdorff 3.03c. 


Chapitre 19 


{. Zndicatton. Vérifier la condition de Lipschltz. 

2. Réponse. (8) parabole: (b) parabole semi-cublque. 

3. Indication. Utiliser l'expression du wronskien (13.74). 

4. Indication, Dans une base jordanlenpe, Île système 88 décompose en 
autant de systèmes indépendents qu'il y a de racines caractéristiques. Chaque 


système est équivalent À une équation de la forme (-2)"u () = 0. 
Le système en entler est équivalent à l'équation 


[1 (23) 2 (020. 
R 


19—228h 
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5, Indication. Les opérateurs Qt at QT vérifiant una même équation ot 


une même condition initiale. 

6. Jndtcaiion. Définir l'opérateur A (4) sur le sous-espace X} engendré par 
les vecteurs u, (4), ..., un { par les conditions ug (1) = A (t) (4 k = 
= 1{,..,,n) et eur le supplémentaire orthogonal de X, poser À (1) nul. Véri- 


fier la continulté de A (1) an t. 
7. Répons. C'est possible. En tant qu’exemple pour n = 2, on peut choisir 


les fonctions à s 
1 
ya (i)= { 0 se _. V2 (= (—0). 
6. Aéponse. Par exemple, 
go (6) y (1)... y(t) 
ya) (£) vie D (8)... y (#) 


va (0) y 70 (1)... Un (i) 
9, Zndicaiton. Pour m = 0 la résultat découla du théorèmo d’existoncs. 
Ensulle on procède par récurrence. 
10. Zndicatton. Substitution y (+) = ets (#). 


15. JZndicatton. Subatitution y (1) = k \ w (s) ds. 


12. [ndicaiton. Une e-presque-solution vérifie égalament l'inégalité 
t 
ITOENCE | f (e, y (s)) as || < et. 


Utillser la solution de l'exercice 11, 
19. Indication, Pour h & t & ta+1 OD 


8 
va tt) = {CE + (— tn) À (a) [l (E+ A (13) Aiy)) vo. 
J=h—1 


0 
m(t)= {A (ta) E<+ A (17) At — 
PACE GORE UE + À (43) Ats)} vo 


= A (ta) IE +(1— ta) À (a)T! yn (1) = 


= A (tx) (E + Ba (1)1 Ya (1) À (1) y (1) + Ca (1) yo (t), 
où les opérateurs B, (1) et Ca ({) tendent vers zéro pour ur morcellement illimité 
de [a partition I. 
14, Zndicatton. Utiliser les solutions des exercices 13 et 12. 
15. Indtcatton, Anpliquer la méthode de l'exercice 13. 
46. Indication. Utiliser les solutions des exercices 15 et 12. 


Chapitre 14 


4, Zndteatton. Substituer dans Îles séries trouvées certalnes valeurs numé- 


riques de [a varlable. 
2. Indicatton. Ibid. 


3. Réponse, (a) s (rx) = «© cos (z sin x), 
(b) s (x) = e°%% sin (z sin z\. 
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4, Indication. Cet ensemble précompact possède un seul point limite. 
_ 5, | ndication, Appliquer Île second théorème de la moyenne (exercice 3 du 
ap. 9), 
6. Jndicatton. Préciser convenablement la solution da l'exercice 5. 
7. Indication. Pour n impair on a 


n/2 r/n n/2 
<= Î f (t) sin nt dt = | f(t)sin nt d+ Î {(t)sin ntdt, 
0 0 ñ/r 


et il suffit do démontrer que 
an/n 


n= | f (t)Sin nt d— Ên 1(Æ) » Pn +2 
0 


n/2 = 
LL = À f(t)sln nr: a+ (Æ)+vn D, lYni< 0. 
nn { 


Dans le premier cas on remplace n£ par 7, dans Île deuxième on intègre par par- 
ties avec l'application du théorème de la moyenne st de l'exercice 16 du chap. 7- 


8. Indication. Ajouter D 2; (=) = æ aux coaditions 1)-4) da l’exer- 
1 


cice 7. Utiliser l'exercice 6. 
9. fndicatton. Mattre sous forma complexe Îa série de Fourier pour la 
fonction j (t) de l'exercice 8. 


10. Jndicatton, (rQh, Qn) = (Qu: zQn) et z@, pour k << n — 1, est ua 
polynôme de degré Inférieur à n ; par conséquent, on a 


zQh (z) eu Pn#3Qn+: (2) + Yn Qn (x) + Yn=1Qn — (x) (1) 


avec des constantes Y,+1, Yn: Yn-1. Comparer les coefficlents de zn+1, z8 et cal- 
culer (zQn, Qn-0: à 
11. Jndication. Multiplier (1) par @, (t). En remplaçaat t par set z part 
soustraire l’identité obtenue de la précédente. Sommer en n. 
12. Jndication. La première propriété découle de l'orthogoaallté à (1), la 
m 


deuxième de l'orthogonelité au polynôme f] (z — z;) dansla supposition que 
k=l 
Zu « «1 Tm Soient toutes les racines du polynôme ©, (t) at que m < n. 


Chaplire 15 


$. fndicailon. Appliquer la méthode des exercices 5 et 6 du chap. 14. 

2. Indication. Utiliser l'idée de la résolutioa de l'exercice 8 du chap. 14. 

3. Jndication. Utiliser l’idée de la résolutioa de l'exercice 9 du chap. 14. 

4. Indication. Vérifier l'effirmation pour les fonctions de la classe S (15.29a) : 
puis ponr la fonction f,, (x) qui vaut ( pour |z|<& Net réro pour |r| => W 
'ARpEcRane par les fonctions de la classe S ; effectuer le passage à la limite 
Orsque — œ, 


5. {ndication. Considérer l'intégrale Î lèzp(:) +’ (x) dx > 0 com- 


me trinôme du second degré par rapport au paramètre t. 


292 INDICATIONS ET RÉPONSES 


6. Réponse. Fi(p) = F(p — a), Fr (p) = PF (p). 
FD= Fo) F2 Ph Fs(P= j F (s) ds, 
P 


où l'intégrale est prise le long de n'importe quel chemin a'éloignant à l'infini 
dans le demi-plan Re p => ÿ. 


7. Réponse. 
1 __l'(a) 
®: (p}= p—a . ®, (7) = pa , 
_ F(x) = a 
mi ST » (pr) Ha 
DU=-T Er, Dr(pæraretg + 
(pour p > 0). 


8. Indtcation. Poser z = e!, 


Chapitre 16 


1. /ndication. Pour l’hélice r = (a cos t, a sin t. bt), l'hélice des centres 
de courbure a b?/a pour rayon de sa projection sur Îe plan horizontel. 

2. Indtcation. Les transformations orthogonales d'autocongruence commu- 
tent, donc possèdent une base canonique commune. 

3. {ndieation. Tous les rapports indiqués valeut dsl)/dst1), 

4. Indication. S …! E Sn: 

5. Indication. Ulliser les développsments décimaux des deux coordonnées 
d'un point donné du carré. 
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